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Introduccidon

El presente libro contiene los temas basicos sobre funciones de una variable real,
considerando que ya se conocen las propiedades y los resultados mas importan-
tes sobre niimeros reales y sucesiones. Los contenidos expuestos representan un
inicio fundamental para el estudio del cilculo desde un punto de vista avanzado,
dichos temas aparecen, necesariamente, en cualquier otro texto sobre fundamen-
tos de calculo.

La intencidn de esta obra es presentar los resultados basicos sobre funciones
de una variable real, donde se haga explicita la metodologia en la presentacién
y desarrollo de los contenidos y las demostraciones que emergen de los plantea-
mientos. Esta introduccidn al estudio de funciones se dirige a estudiantes de los
primeros semestres de Matematicas o Fisica, y también de posgrado en diferentes
ramas de la ingenieria, Economia o Administracién, cuyos programas de estudio
exigen un manejo de métodos cuantitativos en un nivel avanzado.

¢Qué persigue este libro?

Presentar y desarrollar la metodologia con la que se trabaja
para la elaboracion de pruebas en matematicas

Alo largo del texto, antes de iniciar las pruebas formales de las afirmaciones, se hacen
breves introducciones a partir de situaciones concretas, calculo numérico y represen-
taciones graficas sobre comportamientos que se enunciaran de manera mas precisa

mediante definiciones, teoremas, lemas o afirmaciones en general; se contintia con
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INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

la elaboracion de las pruebas a través de preguntas y respuestas, partiendo de la tesis
de manera regresiva, o bien de las hipdtesis de forma progresiva, también planteando
preguntas y respondiéndolas. El objetivo es lograr construir cadenas de razonamien-
to que lleven al lector de las hipotesis a la tesis por medio de un texto sélido que se
va construyendo, esto es, que no se presenta de manera acabada desde el principio.
Asi mismo, el tipo de pruebas que se desarrollan contienen técnicas directas o por
contradiccion, siempre a partir de preguntas y respuestas.

Si el lector desea conocer mas detalladamente acerca de la metodologia con la
que se abordaron las demostraciones de esta obra, puede revisar el texto de Daniel
Solow titulado Cémo entender y hacer demostraciones en matematicas (México, Limusa,
1993). Solow hace explicito el método con el que se procede en matematicas para
la elaboracién de una prueba, en este sentido, el presente libro busca que la herra-
mienta metodoldgica aparezca casi a la par de los contenidos que se exponen lo mas

explicitamente posible.

Presentar y desarrollar los resultados preliminares sobre funciones
para el estudio del calculo de una variable real

Los resultados basicos sobre funciones de variable real, en la actualidad, se encuen-
tran desarrollados en casi todos los libros de texto sobre cilculo. En esta obra se han
agrupado en cuatro capitulos: 1 Funciones, 11 Limites, 11 Continuidad y 1v Teoremas
sobre funciones continuas. En el primer capitulo empieza con la definicién de fun-
cién y dominio, operaciones entre funciones, suma, producto y cociente, y con la
composicion entre funciones, teniéndose cuidado en las definiciones de los domi-
nios. Mas adelante se estudia lo que es: 1) una funcién inyectiva, o sea, cuando una
funcidén asocia a nimeros diferentes imagenes diferentes; 2) una funcion suprayec-
tiva, es decir, cuando para un subconjunto de nimeros reales se tiene que éstos son
imagenes de ciertos elementos del dominio de la funcién; 3) una funcién biyectiva,
o sea, cuando una funcién es inyectiva y sobreyectiva; 4) la monotonicidad de una
funcidn, esto es, cuando una funcidén es creciente, decreciente, no creciente o no
decreciente en ciertos subconjuntos de ntimeros reales; y 5) una funcién acotada

inferiormente o superiormente, o ambas a la vez.
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INTRODUCCION

En el capitulo II se estudia el significado de que las imagenes de una fun-
ci6n se encuentren “cerca de un numero /”, cuando los puntos de donde provie-
nen dichas imagenes estén “cercanos a un namero a”, definiéndose el concepto
de limite; posteriormente, se establece una definicién de limite de una funciéon
en términos de sucesiones, esto es, que el limite de una funcién es [ cuando nos
acercamos al punto g, lo cual equivale a decir que para cualquier sucesion que
converja al punto 4, siempre se genera una sucesién de imagenes que converge
en [. En la tercera secciéon de dicho capitulo se demuestran las propiedades so-
bre limites para la suma, producto y cociente de funciones y algunos otros re-
sultados. Finalmente, se estudia el concepto de limites laterales, por la izquierda
y por la derecha, y se estable la relacién entre este tipo de limites y la existencia
del limite como tal.

En el tercer capitulo se desarrolla el concepto de continuidad en un punto
apoyandonos en el concepto de limite, se establece que una funcién es continua en
asi el limite de sus imagenes se acerca a la imagen de a cuando los puntos, de donde
provienen las imagenes, se acercan al punto a; posteriormente, se desarrolla el con-
cepto de continuidad utilizando sucesiones, se dird que una funcidén es continua en
a, si para cualquier sucesidn que converja al punto a, éste produce una sucesion de
imagenes que convergen a la imagen de a; finalmente se analiza la continuidad en
términos de los limites laterales y se establecen los conceptos de continuidad por la
izquierda y continuidad por la derecha.

El capitulo 1v presenta tres resultados sobre una funcién continua en un inter-
valo cerrado [a, b], estos son: 1) si las imagenes de los extremos del intervalo, una es
positiva y la otra negativa, entonces siempre existird un elemento dentro del inter-
valo el cual tenga imagen igual a 0; 2) la funcion siempre sera acotada superiormen-
te; 3) siempre existird un elemento del intervalo que tenga imagen mayor o igual a
cualquier imagen que provenga del intervalo.

Para concluir, quisiera citar a Jean Dieudonne (1906-1992), quien establece
que para la ensefanza de las matematicas se debe desarrollar y fortalecer el binomio

metodologia y contenido:
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INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

[...] ensenar a ordenar y a encadenar sus pensamientos (del alumno) con arreglo al
método que emplean los matematicos, y porqué se reconoce que este ejercicio desa-
rrolla la claridad del espiritu y el rigor del juicio. El objeto de esta ensefianza debe ser
por tanto el método matematico y las materias de enseflanza no seran mas que ilus-

traciones bien elegidas del mismo.!

Sin mas que agregar, dejo este libro a su consideracion.

! J.Dieudonne y J. Piaget, La enseiianza de las matemdticas, Madrid, Aguilar, 1971.
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I. Funciones

En este capitulo se aborda uno de los conceptos centrales de la matematica, el con-
cepto de funcidn, a partir de establecer una dependencia entre variables como la
velocidad promedio y el tiempo para una distancia fija y, posteriormente, estable-
ciendo una relacion algebraica por medio de una férmula, para terminar con una
definicidn en términos de relaciones entre conjuntos de niimeros; cada una de estas
formas de abordar el concepto, pone de manifiesto algunas de las caracteristicas que
posee una funcién. De la mano de la definicién de funcion se abordan los concep-
tos de dominio y grafica.

Asimismo, se exponen los conceptos de igualdad entre funciones, y las formas
en las que se pueden operar funciones, suma, producto y cociente; asimismo, se de-
fine lo que se entenderd como una funcién de funcion a través de la composicidon
de funciones. Se definen también algunas propiedades importantes como el que una
funcién sea: 1) inyectiva (uno a uno), esto es, que numeros diferentes posean ima-
genes diferentes; 2) suprayectiva (sobre), que dado un ntimero real éste sea imagen
de algtin otro nimero real; 3) biyectiva, lo que equivale a decir, que una funcién es
uno a uno y sobre.

Mas adelante se estudian los comportamientos de monotonicidad que tienen
algunas funciones, esto es, se establece cuando una funcidn es creciente, decrecien-
te, no creciente y no decreciente en ciertos intervalos. Finalmente, se exponen los
conceptos de funcidn acotada superior e inferiormente; en caso de que se cumplan

las dos propiedades, se dira, simplemente, que una funcién es acotada.
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INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

Seccion 1.1. Funciones de una variable real

El concepto de funcion es una de las ideas centrales en la matematica, establece re-
laciones entre variables y desarrolla la idea de causalidad; esta seccidén inicia con la
definicién de funcién de una variable real y de su dominio.

Primero se vera el concepto de funcidn ligado a las ideas de formulas o ecua-
ciones, y se finalizard con una definicién en términos de relaciones.

La matemitica ha pasado a ser un elemento importante para describir relacio-
nes entre variables en otras ciencias, como en economia, geografia, administracion,
entre otras. Se recalca lo anterior, ya que posiblemente se tenga la idea de que la

matematica y sus conceptos so6lo explican fenémenos fisicos.

(1) Para nosotros es conocido el concepto de velocidad promedio:

distancia total
7 ——————

tiempo total

Supongamos que se recorren 100 m en linea recta; esta distancia se puede re-
correr en 20, 40 o 100 segundos, etcétera. Obviamente, el tiempo nos dird qué tan

rapido (en promedio) se hizo el recorrido. Tabulemos los tiempos anteriores.

T \Y%
20 seg 5m/s
40 seg 2.5 m/s 100
100 seg 1m/s V=
110 seg 0.999 m/s
150 seg 0.666 m/s

Hagamos algunas observaciones:

a) A cada tiempo le corresponde una Gnica velocidad.
b) El valor de la velocidad depende del tiempo.
¢) Al asignar a cada tiempo una Gnica velocidad, dicha asignacion no es arbi-

traria, o sea, la asignacion estd sujeta a una regla bien determinada.
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La asignacion se hace por medio de la formula

(2) Sea la expresion y = 2x + 1;se observa que si tomamos un valor para x =
3, mediante nuestra expresion, y tendra asociado el valor y = 23) + 1,0seay =7

cuando x = 3.Tabulemos algunos valores.

X Y
o |
1 3
15 4 y=2x+1
2 5
2.5 6

Veamos lo siguiente:

a) A cada valor de x le corresponde un Gnico valor de y.
b) El valor de y, depende del valor x.
¢) Se asigna a cada valor de x su Gnico valor en y, esta asignacidn se realiza por

medio de la férmula y = 2x + 1.

De las dos situaciones anteriores, se han obtenido caracteristicas comunes, las
cuales se escribiran de manera fluida. Las relaciones anteriores asignan a un nime-
ro real otro niimero real Gnico, mediante una regla de asociacidn; en el caso (1) la
relacidén estd determinada por v = g, y en (2) la relacion estd dada por y = 2x + 1.
A este tipo de relaciones, que a un nimero real le asocian otro nimero real Gnico,

les llamaremos funciones.

DEFINICION 1.1.1

Una relacién que a cada x € A < R le asigna un Gnico ndmero real, le llamaremos

funcién o funcién de variable real. Al conjunto A se le llamari dominio de la funcién.

17
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¢La relacién que asigna a cada nimero real su doble es una funcién? Si, puesto

que un numero sdlo tiene un doble, por ejemplo:

5 tiene asociado al 10
-3.1 tiene asociado al -6.2

y en general a tiene asociado al 2a

Esto Gltimo da pauta para escribir esta relacién por medio de una expresion

algebraica, y = 2x.

Importante

Las relaciones que se han visto hasta el momento son tales que a cada nimero
real le asocian otro ntimero real y la asignacidn es Gnica, pero existen relaciones
en las que a un ntmero real le pueden asociar mas de un ntmero: por ejemplo, la
relacidon que a cada entero le asocia sus divisores. Esta relacién le asocia, por ejem-
plo al 20, los nameros +1, £2, £4, £5,+10, £20. Lo que distingue a las funciones
es que las asociaciones son unicas.

Una funcién es una relacion, pero no siempre una relacion es una funcion.

Ejemplo 1.1.1

Las siguientes relaciones son funciones reales:

a) A cada x se le asigna x* + 1

b) A cada x se le asigna 2x + 3

¢) A cada x se le asigna

+1
Ejemplo 1.1.2

¢La relacién que asigna a un namero real mayor o igual a cero su raiz cuadrada es
una funcion?
Para contestar esto respondamos a la siguiente pregunta: ;qué ntimero tiene

asignado el 9? Se debe saber la raiz cuadrada de 9.
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FUNCIONES

La raiz cuadrada de 9 es 3 y -3, de esta manera el 9 tiene asignados dos nua-
meros (3 y -3), notamos que la asignacién no es unica. Para que una relacion sea
funcioén, las asignaciones deben ser Gnicas, asi decimos que esta relacién no es

funcién.

Ejemplo 1.1.3

¢La relacidén que asigna un namero real mayor o igual a cero su raiz cuadrada po-
sitiva es funcion?

Un ntmero real mayor o igual a cero tiene asociadas dos raices cuadradas,
una positiva y la otra negativa, pero en esta relacion se nos pide que sélo tome-
mos la positiva, es decir, realiza una asignacién Unica, por tanto, esta relaciéon si

es funcidn.

Notacion

Sia la relacién que a cada x € R le asigna su triple menos 1 la llamamos f, la deno-
taremos como f(x)=3x—1.

Asi también, si tenemos una funcién f con dominio A, la escribiremos como
f:A— R Six, € A El elemento que se le asigna a x, se le escribird como f(x,),

y le llamaremos la imagen x, bajo f. Nos referiremos a la funcion f, o bien f(x).

DEFINICION 1.1.2

SeaAc Ry f: A— R.Definimosala grafica de la funcion fcomo {(x,f(x))|x € A}.

Los elementos de la grafica de f, los dibujamos sobre el plano cartesiano X —Y.

Ejemplo 1.1.4

Sea f:R — R, donde f(x)=2x.En la figura 1 se muestra una parte de la grafica

de la funcién f.

Ejemplo 1.1.5

Sea ¢: [0,2] — R, donde g(x) = g La grafica de ¢ se muestra en la figura 2.

19
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Figura 1

------- 2,4)

(a,2a)

Figura 2
[ |
I
(. f (x)) |
x/2 L. f ) |
I
I
' I
| |
0 x 2

Ejemplo 1.1.6

Sea f(x)=2" a esta funcién la llamaremos la funcién exponencial de base 2. Eva-

luemos algunos valores:

Six=1- f1)=2"=2
Six=2- f(2)=2"=4
Six=3—> f(3)=2"=8

20
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Si x=8—> f(8)=2"=256

1
Si x=—1—>f(—1)=2"1=E=O.5

1
Si x=-8 > f(-8)=2" =~ =0.00391

1
Si x=-100 - f(=100)=27"" = o =7.88x107"

No es dificil intuir que si x se hace grande y positiva, entonces f(x) se hace
grande, y si x toma valores grandes y negativos, entonces los f(x) seran pequefios.

A continuacién se muestra un bosquejo de la grafica de f (figura 3).

Figura 3

f@=2

7

Ejemplo 1.1.7

¢La relacién que a cada real asigna el nimero 7 es funcién?

Esta relacidn asigna a 8 el nimero 7, a 4 le asigna el numero 7, a -5 le asigna el
numero 7, por citar algunos ejemplos. Se nota que si x es un nimero real, a éste le
asignamos el niimero 7 y esta asignacidn es Gnica, por lo tanto, la relacidn si es fun-
cién. ;Coémo la denotamos? Como h(x) = 7 y la llamaremos la funcién constante 7.

Graficamente la funcién h se puede ilustrar en la figura 4.
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Figura 4

Ejemplo 1.1.8

La relacién que a un racional le asigna el 1 y a un irracional le asigna el 0 es una

funcion, la cual la se puede escribir como:

1 s xeQ

)= 0 s xel

A continuacidn, aparecen dibujados algunos puntos de la grafica de ¢ (se de-

nota con Q a los racionales y con I a los irracionales).

Figura 5

A continuacion, se describird, de una forma mas precisa, al conjunto A de la

definicién de funcién al que se ha llamado dominio.
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(3) Sea la funcién f(x) = Jx (raiz cuadrada positiva); esta funcion le asigna
al nimero 9 el ntmero 3, a 81 le asocia el 9, a 25 le asocia el 5,y en general, a x
le asocia v/x siempre que x sea mayor o igual a cero. Ahora nos preguntamos ;por
qué x tiene que ser mayor o igual a cero? ;-9 tiene algtn real asociado? No, puesto
que ningin namero real elevado al cuadrado nos da -9, o sea, V=9 no es un na-
mero real (es complejo). En general, si a es un nimero negativo se tiene que Ja
no es un numero real, de esta manera la funcién f no asocia ningan real a un na-
mero negativo. Se dice que la expresion f(a) = Ja es un néimero real, sélo cuando

a es un numero real positivo o cero.

1
(4) Sea la funcién g(x) =
x —

1 citemos algunas asignaciones:

=1

Al 2 se le asigna
2-1

1 1
Al 8 se le asigna ==
8—-1 7

1 1
Al 5 s le asigna = -2

— -1
2

¢Qué ntmero tiene asignado 1? O bien, scuanto vale g(x) si x = 12 Observe

1) = L _
que g)=—5=75

Ahora nos preguntamos ;¢(1) es un nimero real? No, recordamos que la divi-
sidn por cero no es permitida, decimos que ¢(1) estd indeterminado, también aqui
diremos que ¢ no tiene sentido para x = 1.

Estos dos ejemplos nos dicen que una funcién no siempre puede asociar a un
numero real otro nimero real, por lo tanto, el conjunto de niimeros para los cuales
una funcién puede asociar a cada elemento de dicho conjunto un ntimero real es
un conjunto distinguido.

En el caso (3), el conjunto A = {x|x > O}; si X, € A la funcién fle asocia \/xT
y este es un namero real, luego si x; ¢ A entonces f no le asigna un ntimero real a
x,,0sea, f(x)= \/xT no es un nmero real.

En el caso (4), todos los niimeros reales en el conjunto B = {x|x * 1} son sus-

ceptibles de asignarseles una imagen que es un namero real, ya que como

%o
x, # 1,se tiene que x, — 1 # 0, por lo tanto se puede hacer la division de 1 entre x, — 1.

23



INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

DEFINICION 1.1.3

Si fes una funcidn, al conjunto de nimeros x para los cuales f(x) es un nimero
real, se le llamard dominio o dominio natural de f; para este conjunto diremos que

la funcioén ftiene sentido, estd definida o esta bien definida.

Ejemplo 1.1.9

El dominio de la funcién f(x) = x> + 1 es todo R, ya que si tomamos un elemento
a € R, mediante la funcién fse le puede asignar el nimero a” +1 el cual es un real,
o sea, f(a) es un ntmero real (figura 6).

Nota

Al dominio natural de la funcién flo detonaremos Df.

Figura 6

Problema 1.1.1
1

¢Quién es el dominio natural de g(x) =—7 (figura 7).
X

Para contestar esto, recurrimos a la definicién de dominio natural que, en este
caso, es el conjunto de nimeros x para los cuales g(x) es un nimero real.
. 1 A
Observe que, si x = 5 tendremos que ¢(5) = T el cual es un ntmero real; si to-

mamos a 1.3, -450 o 7.4, se tendra que ¢(1.3), g(—450), ¢(7.4), son los tres nimeros

reales. Preguntamos ;para qué valores de x, g(x) no es un nimero real?
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1 1
Para x = 0, ya que ¢(0) = 3 no es un real (6 esta indeterminado), aiin mas, x

= 0 es el Gnico real para el cual g(x) ¢ R;asi Dg = {x € ]R|x # O}.

Figura 7

fla)=1/a

Problema 1.1.2

Encontrar el dominio natural de la funcién h(x) =+/x —2

Solucién

La definicién de dominio natural nos dice que el dominio de / sera el conjunto de
numeros x tales que hi(x) es un ntmero real. ;Cémo debe de ser x para que vx —2
sea un namero real?

Aqui se nota que para que un radical cuadratico sea un ntimero real, debe con-
tener, dentro del radical, un ntimero positivo o cero, es decir, para que /x — 2 sea un
numero real, x — 2 debe ser un nimero positivo o cero.

De esta manera, se debe tener que x —2 20 y con esto tendremos que x > 2,
esto nos dice que para que vx —2 sea un namero real, x deber ser mayor o igual a
2, por lo tanto Dh = {x € R|x > 2}.
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Figura 8

Df

Problema 1.1.3

Encontrar el dominio natural de f(x) =+/1—x"

Solucion

La grafica de esta funciéon nos describe la parte superior de una circunferencia
centrada en (0, 0) de radio 1 (figura 8). Para que v/1—x” € R, debemos tener que
1—x* >0 lo cual nos dice que 1> x*. Luego, los valores x que cumplen con 12 x°
son los x € [—1,1], porlo tanto Df = [—1, 1].

Problema 1.1.4

Encontrar el dominio natural de g(x) =

X
sen/x
Solucién

En la expresion de esta funcion aparecen raices y denominadores, recuerde que para
construir el dominio natural debemos erradicar nimeros que no involucren raices

de ndmeros negativos y/o ceros en los denominadores.
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Primero, los niimeros que no estan en el dominio natural de / son los na-
meros negativos; ahora, ;esto quiere decir que el dominio de / son todos los na-

meros mayores o iguales a cero? No, puesto que si tomamos a x = 77° tendremos

2 2 2
5 Vs V2 Vs . , .
f(r’)y=—7—= = — o sea, debemos eliminar los nimeros mayores o igua-
seni/72  sent O

les a cero, para los cuales senyx =0 ;Qué nlimeros son estos? Son los nimeros x =

0, 72,97,1672,... n*7° donde n debe ser entero positivo, ya que
0= sen\/6 =senv 7’ = senvV4r? = senv9r? =... senvn’m ...

de esta manera el dominio natural de / sera:
Dh={xeR|x>0, x #n’7w’ con neN}.

Problema 1.1.5
2

Encontrar el dominio de g(x) =
x—1

Solucién

Para construir el dominio natural de ¢ debemos seleccionar a los nimeros reales ta-

les que la expresién dentro del radical sea mayor que cero.

Los ntimeros reales x, donde la funcién g(x) = tiene sentido, deben

2
Vx =1

cumplir x —1> 0, por tanto Dg = {x € ]R|x > 1}.

Aclaracion

Por ejemplo, si tenemos a f :[2,8] > R con f(x)=5x"+x +1, se entiende que
[2, 8] es el dominio de f, pero si aparece solamente la funcién f(x)=5x> +x +1,se

entenderd que su dominio es el dominio natural.
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EJERCICIOS

1.1.1. Encuentre el dominio para cada una de las siguientes funciones:

-1
¥ f(x):xzix+1
b) g(x)z Inx

3
9 h(x)= 1—tanx
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Seccidn 1.2. Igualdad entre funciones

Esta pequena seccion tiene como objeto que el lector aprecie el concepto de la igual-
dad entre funciones; el juicio que emitiremos sobre la igualdad, o no, para una pareja

de funciones, dependeri de la forma de éstas, asi como de sus dominios.

A ' — 2 1 —
Sea f(x) z{ 1 ) * S.l xel 11’1] y g(x) = m,hacemos notar que la fun-
S1 x>
cién festa constituida por dos funciones f(x)=+/1—x" siempre que x € [—1,1], y
f(x)=1 cuando x > 1.
En las figuras 1 y 2 se muestran las graficas de las funciones fy g, respectivamente.
Preguntamos: ;quién es el dominio de g¢? El dominio de la funcién g es

Dg =[-1,1] (ver problema 1.1.3).

Figura 1

Figura 2
1
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Ahora, ;quién es el dominio de f? Notamos quessi x € [—1, 1] se tendra que f(x) es

un ntimero real, por ejemplo si x, = 0.5 obtendremos x, = \/1 —x; = J1-0.5> =0.866
y si tomamos un x, = 8 obtendremos f(x,) =1 por ser x, >1.

El dominio de la funcién fes Df = [—1,1] Uix e R|x >1}.

Nos percatamos de que las funciones fy ¢ tienen comportamientos idénticos
cuando toman valores en el intervalo [-1, 1], asi también notamos que la funcién f
sigue tomando valores para x > 1, mientras que la funcién g no estd definida para
estos; las graficas de fy ¢ (ver figuras 1y 2) refuerzan lo anterior.

Podriamos decir, que las funciones fy ¢ son diferentes.

DEFINICION 1.2.1

Sean fy ¢ funciones, diremos que f = ¢ si

(1) Df =Dg
(i) f(x)=g(x) VxeDf =Dy

Problema 1.2.1

st x#0

1
— 1
Sean h(x) =1 x y la funciéon g(x) =—
X
0

si x=0

¢Son iguales las funciones h'y ¢?

Solucién

El dominio de la funcién ¢ es conocido, Dg = R — {O} Notamos que el dominio
de la funcién h es muy parecido al dominio de la g, pero existe una pequefia di-
ferencia entre ambos. ;Cudl?, que /i si estd definida en O y la ¢ no. ;Cuanto vale
h(0)? h(0) = 0.

Con lo anterior se tiene Dh =Ry Dg=R — {0}, por lo tanto no se cumple (i)

de la definicidn de igualdad entre funciones, de esta manera concluimos que f # g.
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Problema 1.2.2

x+1 s1 x#2

Sean f(x)=x+1 (figura 3)yg(x):{ | . 5
siox=

¢Son iguales las funciones fy g?

Figura 3

Solucién

Notamos que Df = Dg =R, con esto se cumple (i) de la definicién de igualdad en-
tre funciones. Ahora, ;se cumplirad que Vx € Dg = Df f(x) = g(x)? No, puesto que
existe x = 2 tal que f(2) =3y ¢(2) = 1, es decir f(2)# g(2).

Finalmente, se cumple (i) pero no se cumple (ii), por lo tanto, concluimos que

f#g
EJER CICIOS

1.2.1. Encuentre el dominio natural de

X Vx+1

) 0= b e =
x—=2 .
O hx)= 2 Y i x#2,-2

d =4x"—

s x=2
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INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

1.2.2. Diga si son iguales o no las siguientes parejas de funciones:

—-x+1 s1 x#-22
@ f(x)=-x+1 y glx)=9 -1 st x=2
5 s x=-2

{senx st x#0 senx s1 x #2

y g(X)={

1 st x=0 2 s1 x=2
2x —3 sl %2

Q) h(x)=2x-3 y Ix)=47 77 % 7
1 s o x=2

32



FUNCIONES

Seccion 1.3. Operaciones con funciones

Las operaciones entre funciones, como veremos, son una manera de producir nue-
vas funciones a partir de dos dadas.

Para dos funciones, definiremos las operaciones de suma, producto y cocien-
te, siendo estas operaciones cerradas en el sentido de que, al operar dos funciones,
el resultado es una funcién.

Si tenemos a f(x) =2xy g(x) =3 (funciones cuyo dominio es R) y toma-
mos un x, € R arbitrario, sabemos que f(x,)=2x, y g(x,) =3 ;Podemos sumar
f(x,) con g(x,)? Si, puesto que f(x,)y g(x,) son nameros reales, de esta manera
Sxo) + g(x0) = 2x, + 3.

La funcién fasigna a x, el nimero 2x,, la funcion g asigna a x, el nmero 3 y
notamos que hay una regla que asigna a x, el nmero 2x, + 3 ;Mediante qué funciéon

se hace la Gltima asignacion? Mediante una funcién la cual denotaremos como f+ g.

Ejemplo 1.3.1

Sean h(x) =5x —3y p(x) =x" + 3 encontremos la funcién h + p:
Sean x € R arbitrario, (h + p)(x) = h(x) + p(x) = (5x — 3) + (x* + 3)
(h+ p)(x) = x> + 5x.

Definamos ahora la funcién suma.

DEFINICION 1.3.1
Sean fy ¢ dos funciones, definimos a la funcién f+ g como ( f + g)(x) = f(x) + g(x) Vx.

Problema 1.3.1

Construir la funcién h + [ donde h(x) =3x" + x y I(x) =2x" — 4

Por la definicién 1.3.1 tenemos

(h+1)(x) = h(x) +(x) = (3x" + x) + (2x° —4) =5x" + x — 4.
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¢De la misma manera en que se defini6 la funcién suma, se podra definir el
producto y cociente entre funciones? Si, tomemos las funciones con las que inicia-
mos la seccidn, f(x)=2xy g(x)=23,s1 x, € R es un ntmero arbitrario, podemos

realizar el cociente

) 2%,
&(x) 3

Vx con x #0,es

L= 489

O sea, la funcién i puede estar dada como [
g g 4(x)

flx) 2x

el cociente entre funciones.

3
decir, {f}( )= L) =— siempre y cuando x # 0, con esto podemos ya definir

DEFINICION 1.3.2

Sean fy ¢ funciones reales, definimos a la funcion i como {i}(x) = S Vx

siempre y cuando g(x) # 0. £ £ g(x)

Definamos también el producto entre funciones.

DEFINICION 1.3.3

Sean fy ¢ funciones, definimos a fg como (fg)(x) = f(x)g(x) Vx

Ahora, si tenemos dos funciones fy g, éstas poseen dominios propios Df'y Dg.

Una pregunta que surge es ;como es el dominio de f+ ¢, fgy i?Veamos la siguien-
4

te situacion:

f(x)=1=x"y g(x) = \/1 = (x — 1)’ . Sus dominios son, respectivamente, Df = [—1 1]
yDg=[0,2] (ver figuras 1y 2) (f 4 g)(x)= f(x)+ g(x) \/1 x> +\/1

Notese que si tomamos un x, € [—1,0], f(x,) serd un namero real, pero x, & Dg.

De la misma manera, si tomamos un x, € [1,2], tendremos g¢(x,) real, pues x;, € Dg,

pero f(x,) no es un namero real, ya que x, € Df .
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¢Quién es D(f + g)? El dominio de f+ ¢ serd el conjunto de niimeros para

los cuales se pueda sumar f(x) con g(x),0sea f(x)y g(x) deben ser nimeros reales.

Figura 1

SN, T

Figura 2

c1

<, 7

¢Cuiles son esos ntimeros? El conjunto de valores tales que fy ¢ estén bien

definidas al mismo tiempo, es decir

D(f + ¢) = Df N Dg, en este caso

D(f + ) =[-1,11n[0,2] =[0,1]
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Se hace notar que para la funcién

(fo)(x) = f(x)g(x)= NI \/1 —(x —1)* los nimeros x para los cuales la funcién
fg tiene sentido, deben ser tales que fy ¢ estén bien definidas en esos valores x a la
vez, o sea, el conjunto de nimeros x, tales que x € Df y x € Dg.
D( fg) = Df N Dg =[-1,1] " [0,2], para nuestro caso concreto,
D(fg) =[-1,1]1"[0,2] =[0,1].

El dominio i sera casi igual que en los casos anteriores, es decir, el conjunto
de niimeros x para los cuales f(x) =+/1—x" y g(x)=+/1—(x—1)* estén bien defi-
nidas a la vez, pero ademas debemos excluir a los X, tales que 4/1—(x — 1) =0 ;Qué

nameros son estos?: x = 0y x = 2.

De esta manera D(éj = (Df N Dg) - {x|g(x) #0} = (0,1].

Importante

En las tres definiciones de esta seccion se ha dicho que, por ejemplo
(f + 9)(x) = f(x)+ g(x) Vx, cuando decimos Vx, es para toda x € D(f + g).
De la misma manera, cuando se trata de producto y cociente, de esta mane-

ra tendremos

D(f +¢)=D(fe)=Df "Dy y D@ — (Df A Do)~ {x () % 0}.

Problema 1.3.2

Sea f(x)=xvy g(x)=x",obtener f+ g, fg, i ,y sus respectivos dominios.
g

Solucién

(1) Para obtener f + ¢, tenemos por la definiciéon 1.3.1 que (f + g)(x) =
f(x)+ g(x) = x + x7; ahora, ;quién es D(f + ¢)?
D(f + ¢) = Df N Dg pero Df = Dg =R por lo tanto
D(f+9=RNR=R
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(i1) Para obtener fg, tenemos por la definicion 1.3.3 que (fg)(x) = f(x)g(x) =

(x)(x*) = x”; ahora, ;quién es D(fg)? D(fg)=Df nDg=RNR =R

(ii1) Para obtener £ tenemos por la definicién 1.3.2 que

(ij (x)= Jx) === l; ahora ;quién es D(i}
£ X £

2

D(g(x) = (Df N Dg)— {x|g(x) # 0} =RNR - {0} =R~ {0}

A continuacién se muestran las graficas de f, g, f + ¢, fg, i

Figura 3

ftg

fg

f/g
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EJERCICIOS

1.3.1 Sean f(x)=xy g(x) =senx, encontrar f + g,Jfg,i y sus respectivos dominios.
g

1.3.2 Sean p(x) y q(x) polinomios de grados n y m respectivamente, si a,,...,4, € R,son
soluciones de p(x) y b,,...,b, € R son soluciones de g(x), encontrar D(gj y D(i],

q p
¢Qué puede decir si ocurre D[gJ = D(ij?
q p
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Seccion 1.4. Composicion de funciones

Otra manera para encontrar una funcién, dadas dos iniciales, es obtener una funciéon
de funcidn, es decir, obtener una funcién en la cual una funcién tome valores que
provengan de otra funcion.

La composicion nos da también una manera elegante de escribir funciones.

(1) Sean f(y)=sen(y)y g(x)=x,si tomamos a Tﬁ € R preguntamos, ;po-

Jo|_(Jx) _=

T
demos evaluar — en ¢? Si,esto es g| — |=| — | =—
2 2 2 4

T T T
Ahora, ;podemos evaluar ¢ - |77 en f? Si, puesto que g¢ 5 |esun

namero real elemento del dominio de f, de esta forma

) m(e) 4

2 4 4

2) Ahora, si tomamos x, € R se observa que g(x,) = x, € R; preguntamos,
que g preg
spodemos evaluar g(xo) en f? Si, puesto que g(x,) € R = Df, de esta ma-

nera tendremos f(g(x,)) = f(x7) =senx;

Si llamamos a h(x) = sen x°, notamos que h es una nueva funcién, combi-
nacion de las funciones fy g. Esta funcién h se estructura de la siguiente
manera:

A x se le asigna x* mediante ¢, luego a x? se le asigna sen x> mediante f.

X —> Xz —> senx2

Pt

mediante ¢ mediante f

X —> Sel’l.%'2

T

mediante h
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Ahorasean h(x)=2x+1y k(y) =2y* + y+1;se sabe que Dh = Dk =R.Si
¥, € R se tiene Ie(yo) =2y + 7y, + 1 € Ry preguntamos, ;quién es h(k(yo ))7

h(k(y,))=2(k(m))+1=2(2)2 +y, +1)+1=
4y +2y, +2+1=4y; +2y,+3

De aqui se tiene una nueva funcion: I(y) = 4y, + 2y, +3

¢De la misma manera se puede pensar una nueva funcién k(h(x))? Si

k(1) =2(1()) + (1))
k(h(x))=2(2x+1) +(2x +1)+1
k(h(x))=2(4x" +4x +1)+ (2x +1) +1
k(h(x))=8x" +8x +2+2x +2
k(h(x))=8x" +10x+4

Ahorasean I(x) = x" y h(x) =+1—x" construyamos las funciones l(h(x))

y h(1(x)):
1(h(x))= z(J1—x2 ) =(Vi-¥ )2

Una pregunta que surge es ;quién es el dominio de estas nuevas funciones?
Veamos primero, ;quién es dominio de [(h(x))?

Notamos que un x en el dominio de l(h(x)) debe estar, primero, en Dh
y como segundo requisito, i(x) debe estar en DI.

x € Dh y h(x) e DI, o sea, x €[-1,1] y h(x) € R con esto, el dominio es
Az{x eR|xe[-11] conh(x)eR} ={xeR|xE[—l,l]y\/1—x2 eR,
para que V1 —x> € R, 1—x” debe ser mayor o igual a cero,0 sea1—x> >0,

de esta forma:
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A= {x|x e[-1,1]con1—x> > 0} :{x|x e[-1,1]con12 x2}
Pero precisamente, si x € [—1,1] se tiene 1 > x” con esto A = {x|x € [—1,1]} =
[-1,1].
Se le deja al lector construir el dominio de la funcion h(l(x)).
(5) En general, el dominio de la funcion f(g(x)) sera A= {x |xeDg vy

g(x)e Df } Definamos esta nueva manera de obtener funciones.

DEFINICION 1.4.1

Sean fy ¢ tunciones, definimos a f o g como (f o g)(x) = f(g(x)) con D(f o g) =
{x |xeDg y g(x)e Df} A la funcién f o g la llamaremos f compuesta con g, o
bien, ¢ seguida de f.

Problema 1.4.1

Sean f(x)=x+1y g(x)=2x, encontrar las funciones f o gy go f,y sus respec-

tivos dominios.

Solucién

Primero encontramos f o g; para esto, la definicion 1.4.1 nos dice (f o g)(x) = f(g(x)),
traduciendo esto a nuestras funciones tendremos (f o ¢)(x) = f(g(x)) = f(2x) =
2x + 1.

Ahora, ;quién es el dominio de f o g? Por la definicién anterior se tiene
D(fog) ={x |xeDg y g(x)e Df}; para nuestra situacion tenemos Df = Dg = R,
con esto D(f o g) = {x|x eRyglx)e R} ¢qué conjunto es este? D(f o g) =R.

Procedamos de la misma manera para encontrar g o f y su dominio, utilizando
la definicion 1.4.1 (go f)(x) = g(f(x)) =g(x +1) =2(x + 1) =2x + 2.

Ahora D(go f)= {x|x eDf f(x)e Dg} ={x|x eRyx+1e R} =R (ver fi-
gura 1).
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Figura 1

S / gof

Problema 1.4.2

Sea h(x) =

1 o . . :
———, escribir a la funcién h como la composiciéon de dos funciones f,
sen(x)

¢y encontrar el dominio de esta composicion.

Solucién

Esta funcion h puede verse como la composicidon de dos funciones g(x) =sen(x)y
1 1
f(x) = —, observe que (f ° g)(x) = f(g(x)) = ( = = h(x), de esta ma-
x g
1
nera h(x) =(f o g)(x) con f(x)=—1y g(x)=senx.
x

Ahora para construir a D(f o g), la definicién 1.4.1 nos dice D(f o g)=
{x eR|xeDg v glx)e Df};ahora preguntamos, ;quién es Dfy Dg? Df =R — {O}
y Dg =R, de aqui tenemos:

D(ng)z{xeR|xeR y g(x)eR—{O}}
D(fog)={xeR|xeR y g(x)=0}
D(fog)z{xeR|xeR senxiO}

Preguntamos, ;quiénes son los nimeros x para los cudles senx # 0?
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Todos los nimeros reales, excepto los multiplos (positivos y negativos) de 7

(ver figura 2).

Figura 2

N
VERVERVAERN

Estos nimeros son 0,*7,327,£37,... X nrx,..., 0 sea, si x es distinto de los n-

meros anteriormente mencionados, tendremos que sen(x) # 0 por lo tanto
D(fog)={xeR|xeR y x=0,+7,227,37,.. £ux,..|

escribiendo de manera mas compacta, tendremos

D(fog)z{xe]R|xeR y X #nx con neZ}:R—{nﬂ|neZ}.

Problema 1.4.3

1
Escribir a h(x) = como la composicion de dos funciones ,y encontrar
(x) N p fyegy

el dominio de f o g.

Solucién

Como en el problema anterior, la funcién h puede ser vista como h(x) = (f o ¢)(x) con

1
g(x)=~+1=x" y con f(x)=—.Verifiquemos que, efectivamente h(x) = (f o g)(x):
X
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(fo0)(x) = F(e(x)) = (VI ) =< ——==hx)

1—x?

Procedamos a construir D( f o ¢); por la definicién 1.4.1

D(fog)={x|xeDg y g(x)eDf}.

Sabemos que Dg = [—1,1] (ver problema 1.1.3) y Df = R —{0} esta mane-
ra D(fog)= {x|x e[-11] y J1-# € R—{O}} - {x|x e[-11] y 1- = o}
Se debe tener a /1 —x" #0, 0 sea x # —1,1, de aqui

D(fog)={x|xe[-11] con x=-11}=(-11)

Problema 1.4.4

Sean f(x)=+1—x"y g(x)=~/x —2, construir D(f o g).

Solucién

Por la definiciéon 1.4.1 tenemos D(f o g) = {x eR|xeDg vy g(x) € Df} )
Para construir D(f o ¢) necesitamos tener D¢ y Df; el dominio de f es ya

conocido, éste es Df =[—1,1], solo falta el dominio de g, el cual debe constar de

los valores x para los cuales x — 2 sea mayor o igual a cero, estos valores son los

x>2,conesto Dg={x € R|x 22} = [2, +oo) sustituyendo Df'y Dg en (I) tendremos
D(fog)= {x eR|xe[2,0) con Vx—2¢€ [—1,1]}.
Observe quevx —2 € [—1,1]signiﬁcaque—1 SAVx-251=0<Ux-2<1=>

0<x—-2<1=2<x<3,de esta forma

D(fog)={x|xe[2+n) con 0<x<3}=[23]
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Problema 1.4.5

1si xe@Q

=2y+1 =z
0 si xel g(y) reh h(z) N

Sean f(x)= {

¢Qué valor numérico tiene (f ° (g ° h))(Z)?

Solucién

¢Qué es (f o(goh))(2)? Primero llamemos g o h =1, de esta manera, se rehace la pre-
gunta, ;qué valor tiene (f o[)(2)?
Por definicion (f o1)(2) = f(I(2)), ahora; scuanto vale [(2)?

[(2)=(goh)=g(h(2)) = g4) =2(4) +1=9

I(2) = 9 que es un nimero racional, de esta manera f(I(2)) = f(9) =1, por lo

tanto (f(goh))(2)=1.

Problema 1.4.6

¢Qué funciones intervienen posiblemente en la siguiente expresién, para escribirla

como una composicion de funciones?

2
X

La expresion es h(x) = sen(e )

Solucion
Esta h se puede ver como integrada por f(x) = x° g(y) =¢ h(z) = sen(z), veamos:
(hogo f)=h(g(f(x)) =h(g(x)) =h(e”) =sen (¢") = h(x).

EJER CICIOS

1.4.1 Sean f(x)=2xy g(y) =y +1, encontrar el dominio (f o ¢)(y) vy (go f)(x)
1.4.2. Sean h(x) =senx y g(y) =+/y —1 , encontrar el dominio de ho g

1.4.3.Sean f(x)= Jx y g(x) = |x|
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(1) Construir fogy go f
(i) Construir las graficas de fogy go f
(i11) Encontrar D(f o g) y D(go f)

1.4.4 Escribir como una composicion, de por lo menos tres funciones, a la funciéon
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Seccion 1.5. Funciones inyectivas y supreyectivas

En esta seccidn se estudiaran dos propiedades que poseen algunas funciones reales,

la inyectividad y la suprayectiva.

(1)

Sea f(x)=x+41,con x, =2y x, =1;y calculamos f(x,)= f(-2)=-1
y f(x,)= f(1) =2, con esto se puede ver que x, #x, y f(x,)# f(x,), es
decir, dos nimeros diferentes tienen imagenes diferentes.

Observe la grifica de f (figura 1), en ella aparecen dos valores x,, x, con

X, X,

Figura 1

/ ----- S

s f(x)y f(x,) son iguales o diferentes? Ocurre f(x,) # f(x,).

Se puede concluir que, si tenemos dos nameros diferentes slas imagenes de
estos nimeros seran diferentes?

Sea ¢:[0,2] > R con g(x) = x°, cuya grafica aparece en la figura 2. Si to-
mamos dos nimeros x,, x, €[0,2] con x, # x, se observa, como en (1), que
9(x,) # g(x,).De la grafica notamos también que esto ocurre para cualquier
pareja de nameros en el intervalo [0,2].

Sea ¢:[-2,2] > R con g(x)=x" (figura 3). Preguntamos: ;se sigue te-
niendo el comportamiento observado en (1) y en (2)? Es decir, ;cualquier
pareja x, x, € [=2,2] con x; # x, cumplird g(x,) # g(x,)? No, pues existen

x; = =1y x, =1los cuales cumplen x, # x, y sin embargo g(x,) = g(x,).
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Figura 2
4 /
JCA )] — i
FECO ) E— .
xlE a:cz | 2
Figura 3

En (2) se observa que para cualquier pareja x,, x, €[0,2] con x, # x, tendre-
mos g(x,) # g(x,), mientras que en (3) se tiene que,si x,, x, € [-2,2] con x; # x,,n0
siempre se cumple g(x,) # g(x,).

En (2) tenemos que Vx,,x, con x,, x, €[0,2] x, # x, = g(x,) # g(x,) y en (3)
se tiene que no se cumple la propiedad anterior, o sea 3 x,,x, €[-2,2] con x, # x,
sin embargo, g(x,) = g(x,).

Esto nos dice que la propiedad, que a nimeros diferentes asigna imagenes di-
ferentes, es local, es decir, una propiedad que depende de donde se tomen los valo-

res de x y de la naturaleza de la funcidn; definamos este comportamiento.
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DEFINICION 1.5.1

Sea Ac R, f:A— R, se dice que f es inyectiva, 0 uno a uno, en A si y soélo si
Vx,x, € A con x; #x, = f(x,) % f(x,).

De esta forma se puede decir que f(x)=x+1 es una funcién inyectiva en

R, que g(x) = es una funcién inyectiva en [0,2] y que no es inyectiva en [-2,2].

Problema 1.5.1

Demostrar que f(x)=x+1 es una funcién inyectiva en R.

Demostracién

¢Qué significa que fsea inyectiva en IR?

Que Vx,,x, € R con x; #x, = f(x,) # f(x,). Para probar esto, tomemos una
pareja x;,x, € R arbitrarios con x, # x, y se debe deducir que f(x;)# f(x,).

Se tiene que si x, #x, > x +1#x,+1 pero como f(x)=x+1 vy
f(x,) =x, +1 se concluye que f(x,) # f(x,),luego como x,,x, son arbitrarios, te-
nemos que Vx,,x, € R con x, #x, = f(x,) # f(x,); por lo tanto fes una funcién

inyectiva en R.

Problema 1.5.2

Demostrar que g(x) = x’ es inyectiva en [O,+oo).

Demostracion

¢Qué significa que g sea inyectiva en [0, +oo)?

Que Vx,,x, € [O,+OO) six; #x, = f(x)# f(x,) (definicién 1.5.1). Para de-
mostrar esto tomemos una pareja x,,x, € [0,+oo) arbitrara que cumpla x; # x, y se
debe probar que g(x,) # g(x,).

Como x, #x, se puede suponer que x, <x, y de esta manera se tendra

0<x <x,.
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Sabemos que si 0<a<b y 0<¢<d= ac<bd, utilizando este resultado te-
nemos que x; < x; pero como g(x,) =x; y g(x,) = x; se tiene que g(x,) < g(x,), de
esta manera se concluye que g(x,) # g(x,), que era nuestro objetivo.

Como x,x, son elementos arbitrarios de [O,+oo) concluimos que Vx,,x, €
[0,+oo) siox; #x = g(x;) # ¢g(x,), asi tenemos que ¢ es una funcidén inyectiva en
[O, +oo).

Problema 1.5.3

Demostrar que h(x) = sen(x) no es una funcién inyectiva en R.

Solucién

Observando la grafica de h se puede apreciar que no siempre nameros diferentes
tendran asignadas imagenes diferentes (ver figura 4).

¢Qué significa que h no sea inyectiva en R?

Primero, que / sea inyectiva en R significa que Vx,,x, € R si x; # x, = h(x,) #
h(x,) de esta manera, que h no sea inyectiva en R, lo cual deseamos demostrar, signi-
fica negar lo anterior, es decir, que h no sea inyectiva en R significa que 3 x;,x, € R
con x, #x, y h(x;) =h(x,).

En estas condiciones, el problema consiste en encontrar, 0 proponer, una pa-

reja de nimeros diferentes tales que sus imagenes sean iguales.

Figura 4

—T 1 2
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De la figura 4, notamos que si elegimos a x; =0y x, = 7, estos cumplen con
X, # x, pero, h(x,) = sen(x1) = sen(O) =0y h(x,) = sen(xz) = sen(ir) =0, es decir

h(x,) = h(x,) , esto nos dice que h no es una funcién inyectiva en R.

Problema 1.5.4

1

i1 es inyectiva en (—O0,0).

Demostrar que g(x) =—;
X

Solucién

La grafica de ¢ se muestra en la figura 5.

Figura 5

1/2

1/5

Preguntamos: ;qué significa que ¢ sea inyectiva en (—oo,O)?
Por la definicion 1.5.1 se tiene que ¢ es inyectiva si Vx,,x, € (—O0,0) que cum-
ple x, #x, = g(xl) # g(xz).

De esta manera se procede a seleccionar x;,x, € (—O0,0) arbitrarios con x, # x,,

s 1
XA+l g+l

Como x, # x, podemos suponer, sin perder generalidad, que x, < x,, luego

nuestro objetivo es demostrar que se cumple g(x;) # g(x,), es decir,

, . . Xy -y ) o
como ambos niimeros son negativos se tiene — > 1y también 1 > —, estas dos Gltimas
X X
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: _ x X X, x
desigualdades nos dicen —>1>=2="~L>2 = >l a0 +1>x0 +1=
Xy X X X

1 1 1 1
2 > 2 = 2 # 2
x+1 X +1 x4+l x +1

lo que se queria demostrar.

Finalmente, como x,,x, son arbitrarios se tiene que V x,,x, e(—O0,0) si

X, #x, = g(x,) # g(x,) cumpliéndose con esto que ¢ es una funcién inyectiva en
(=2.0)

Dirjjamonos hacia otro comportamiento. Para una funcién fsi seleccionamos
un y, € R, preguntamos: ;y, serd imagen de algtn x?, es decir sexistird x, € R tal
que f(x,)=1y,? En algunos casos esto ocurrira.

(4) Analicemos f:R — R con f(x)=x" (ver figura 6), sy, = 4 es imagen de
alglin x, € R? o sea sexiste x, € R tal que f(x,)=4? Si, alin mas, existen
dos valores, x, =2 cumple f(x,)=4 y también -2 cumple f(-2)=4;se
puede ver que si y, es como en la figura 6, existen dos nmeros x,,x, € R
para los cuales f(x,) = f(x,)=y,. Ahora nos preguntamos (ver figura 7)
¢y, =—4 es imagen de algiin nimero x € R?, o sea sexiste x € R tal que

f(x,) =—4? No, pues no hay un real x, que cumpla f(x,) =x; = —4.

Figura 6 Figura 7

Yo = T

(5) Para f(x)=x"en el intervalo [—2,2] noétese que st y, €[0,4], existira siem-

pre un x; € [-2,2], por lo menos (existen dos) tal que f(x;) =y, (figura 8).
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Asi también, notamos que si y; =5, este no proviene de ningiin nimero
x, €[—2,2], es decir, para cualquier x, €[—2,2] se tendrd f(x,)#5=1y,

(6) Sea funa funcién cuya grafica es como en la figura 9; como en (4), se tie-
ne que si y € B entonces existe x € A tal que f(x) =y, escrito en lenguaje
mas formal diremos: V. y e B 3 x € A3 f(x) = y. Distingamos este com-

portamiento.

Figura 8

Figura 9

DEFINICION 1.5.2

Sea A,Bc R, diremos que f es suprayectiva o sobre de A en B si y sdlo si
VyeB=>3xeA> f(x)=y.
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Ejemplo 1.5.1

La figura 10 muestra una funcién sobre de R en [—1,1], esta es f(x)= sen(x). Si
tomamos ), en [—1,1], se nota que existen, y en la figura podemos ver cuatro de
ellos, x, x,, x,, x, tales que f(x,) = f(x,) = f(x;) = f(x,) =y, (existe una infinidad
de ntimeros x para los cuales f(x) = y,), note que y, ha sido seleccionada arbitraria-

mente en [—1,1], porlo tanto V y e [—1,1] IxeR > f(x)=y.

Figura 10

Vi

Problema 1.5.5
si x>0

) < s una funcién sobre de R en [0,00).
si x<

x
Demostrar que g(x) = |x| = {
—X

Solucién

Preguntamos: ;qué significa que ¢ sea sobre de R en [O,oo)?

Que Vye[0,0) IxeR > f(x)=y (definicién 1.5.2).

Para probar lo anterior, debemos tomar un y, € [0,00) arbitrario y nuestra ta-
rea serd construir, proponer o dar evidencia de la existencia de un x, € R, tal que
9(x,) =, (ver figura 11).

Como y, € [O,oo) = ¥, 20 ¢Quién es ese x, buscado? proponemos a x, =y,
y debemos verificar que g(x,) = y,.

Como x, =y, = g(x,) = ¢(y,), pero como y, =0 tendremos ¢(y,) = y,, por

lo tanto g(x,) = y,,lo que se queria probar.
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Figura 11

Como y, € [0,00) es arbitrario, se tiene V y € [O,oo) dxeR 3 f(x)=y,esto
nos dice que fes sobre de R en [0,00).

Problema 1.5.6

Demuestre que h(x) =2x +1 es sobre de [0,2] en [1,5].

Solucién

La situacién aparece en la figura 12.

Figura 12

0 2
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¢Qué significa que h sea sobre de [0,2] en [1,5]?

Que V y €[1,5] 3 x €[0,2] > h(x) =y (definiciéon 1.5.2).

Para esto procedamos a seleccionar un y, €[1,5] arbitrario siendo nuestro ob-
jetivo construir o proponer un x, que cumpla con h(x,) = ,.

Como y, €[1,5]= 1<y, £5; se desea encontrar un x, €[0,2] para el cual,

h(x,) = y,, es decir, que 2x, +1=y,, si de esta expresion se despeja a x,, se tiene

Yo . : ,
que x, = quien es candidato a ser el nimero buscado, veamos que se cumple:

h(x,) =y, vy x, €[0,2].

Yo —

1
Primero h(x0)=2( j+1=()’o -D+1=y,.

0 -1 4 -1
Luego, como 13)/0S5:>OSyU—1S4:>§£%TSE:>0SYOTSZ,
de esta manera x, € [0,2].

: : Yo — 1 .
De lo anterior se tiene que el x, buscando es x, = 55 COmO y, s arbitra-

rio se tiene que V y €[1,5] 3 x €][0,2] 3 h(x) =y, por lo tanto h es una funcién
suprayectiva de [0,2] en [1,5].
Problema 1.5.7

Demostrar que f(x) = g + 1 no es una funcidn sobre de [-2,2]en [0,3].

Solucién

La situacion aparece en la figura 13.

Figura 13
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¢Queé significa que f no sea sobre de [—2,2]er1 [0,3]?

Que fsea sobre de [-2,2] en [0,3], significa que V y €[0,3] 3 x €[-2,2] >
f(x) =y (definicién 1.5.2), como lo que se desea demostrar es que fno es sobre
de [—2,2] en [0,3], debemos probar la negacién de lo anterior; de esta manera, que
fno sea sobre de [—2,2] en [0,3] significa que 3 y, € [0,3] 3V xe [—2,2] se tie-
ne f(x)#y.

De esta forma, el problema es construir o proponer un y, €[0,3]3 f(x) # y,
para cualquier x € [-2,2].

¢Coémo construir o proponer ese y,? La figura 13 nos da la idea de proponer
un y, entre 2y 3;sea y, =§ el elemento propuesto, este nimero y, cumple con es-

5
tar en el intervalo [0,3] y con esto, sOlo falta demostrar que f(x) # > Vxe [—2,2],

para lograr esto, seleccionemos un x, €[—2,2] arbitrario y veamos que f(x,) # —=

>
Como xoe[—2,2]:>—23x0S2:>—1S%S1:>OS%+1S2 y como
5 5 5 5
2<E:%+1<§,pero f(x0)=%+1,esto nos dice f(x0)<§osea,f(x0)¢§.

5
Como x, es arbitrario, concluimos que f(x) # > Vx €[-2,2], por lo tanto f

no es una funcién sobre de [-2,2] en [0,3].

Problema 1.5.8

Sea h(x) = 1—|| con h: (—1,1) — R, demostrar que h es inyectiva y suprayectiva
—|x

de (—1,1) en RR.

Solucién:

Primero demostremos que h es inyectiva en (—1,1).

¢Qué significa que h sea uno a uno en (—1,1)?
Que Vx,x, € (—1,1) siox, #x, = h(x,) # h(x,), entonces seleccionemos

X%, e(—l,l) arbitrarios con x, # x,; con estos valores debemos probar que

*

h(x,) # h(x,) o sea

Il - =]
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Observe que con x; # x, se tienen dos posibilidades: (1) |x1| = |x2|o bien (ii)
e #

Si la situacién es como (i), tendremos:

1—|x1|=1—|x2|:>

o1 ad X,
1—|x1| - 1—|x2| - 1—|x1| > 1—|x2| osea f(x) # f(x;).

Si la situacién es como en (i), se tendra 1— |xl| #1- |x2| =

como en principio se tiene x; # X, preguntamos, jes inmediato

*
1= x|

1|
En general el hecho de que a #b y ¢ #d no implica ad # ¢d con a,b,¢,d € R,
esto contesta nuestra pregunta; recalcamos que la desigualdad si se cumple pero de-
mostraremos su validez por el método de contradiccion.
Supongamos entonces que dado (ii) no se cumple la desigualdad, o sea,
X X, | X X, | |x1| |x2|
= - = =
T=fo| 1=]a] T 1=]w]] |1 1-|x]  1-|x,

de los denominadores son positivas por ser x,, x, elementos de (—1,1).

| ya que las cantidades

X

Continuando con la Gltima expresién obtenemos:

el ]
— el =kl =
1=l 1=

b = || L]
aal 1=

& =|x2|[|x1|+1_|x1|J:> & _ [ = || =

1—|x1| 1—|xl| 1—|x1| 1—|x1|

[
1=

(1=fel) =|=|=

[N

Lo que contradice el hecho de que |xl| # |x2|, por tanto es falso suponer

Xy )

=fu] 1=l

X o)
£

,de donde
T=fa| * 1=]x|

es verdadera, teniéndose asi h(x,) # h(x,).
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De (i) y (i) se resume que si x, # x, = h(x;) # h(x,), luego, como x, y x, son
arbitrarios, se tendra V x,,x, € (—1,1) six; # x, = h(x,) # h(x,), lo cual significa que
h es una funcién uno a uno en (—1,1).

Ahora demostremos que & es sobre de (—1,1) en R ;Qué significa que h sea
sobre de (—1,1) en R? Que VyeR I x e (—1,1) 3 h(x)=y.

Para esto, sea y, € R arbitrario y construyamos un x, € (—1,1) 3 h(x,)=7v,,0

. x() . . .
equivalentemente N | =Y, Para construir x, se empieza por despejar |x0| de la
— x0|

|x|0| | _ | Yo| que proviene de la Gltima igualdad.
—|x,

expresion 1

ol =l A=l = ] =[] =[xl =

)+l bol =l = el = = s -2
sustituyendo esto en T2 _xi)xo| =y, tendremos - ry0| =y = T =TT |)/ZC|U— |)/0| =y, =
1"'|Yo| l'+'|Yo|
_%  _ Yo = X, = Y ; veamos que el x encontrado, cumple con h(x,) =y,
1 1+|y0| 0

1+|y0|
y con x, € (—1,1):

Yl|i | _ Y yi’ |

1+1y, T+ v T+

h(x,) = h| —L— | = = h(x,) = =
= [ij T T T T el

1+|y0| 1+|Y0| 1+|YO|

h(x,) = yo-

Para ver que x, € (—1,1) se debe probar que —1 < x, <1,lo que equivale a te-

ner |x0| <1
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Yo
+[]

X | | |Y0
! |1+|y0| 1—i—|y0

Como x, =

x, € (—1,1).

se tiene | <1 esto nos dice

En resumen, para el y, € R arbitrario I x, € (—1,1) 3 h(x,) =7Y,, de esta ma-

nera, se concluye que Vye R I x € (—1,1) 3 f(x)=1y,porlo tanto, i es una fun-
cién sobre de (—1,1) en R.

DEFINICION 1.5.3

Si una funcidén es uno a uno y sobre, diremos que es biyectiva.

EJERCICIOS

1.5.1 De la figura, diga si el trazo puede representar a la grafica de una funcién su-

prayectiva de A en B.

S®)

S (@)

1.5.2. De la figura, diga si el trazo puede representar a la grafica de una funcién uno

a uno en A.
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1.5.3 Demuestre que f(x)=x" es una funcién uno a uno en R.

1.5.4 Demuestre que g(x) = —2x +1 es suprayectiva de R en R.

1.5.5 Demuestre que h(x)=x" no es uno a uno en R, y también, que no es sobre
de Ren R.

1.5.6 ;Sifessobrede Aen Ry B A= f essobre de Ben R?

1.5.7 ;Sifesunoauno en By BC A= f esuno auno en A?
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Seccion 1.6. Funciones mondtonas

Cuando una funcién es monoétona se dird que la funcidn posee determinada ca-
racteristica en un cierto subconjunto de los nimeros reales, de tal manera que esta

funcidn crecera, decrecera, no crecera, o bien, no decrecera.

(1) Seala funcién f(x)=x” —1, cuya grifica se presenta en la figura 1.

1 . .
Para x, = —,x, = 2,x; = 3 se tiene que sus imagenes son

2
1 1Y 3
roa=1(3)-(3) -1=3

Notemos que x; < x, <x; y también f(x,) < f(x,) < f(x,),ademais estos
X, < x, < X;,son nimeros mayores o iguales a cero. ¢Si a,, a,, son nimeros
mayores o iguales a cero, arbitrarios, con a, < a, se tendrd f(a) < f(a,)? Si,
(dibuje una pareja); siempre que se tome una pareja 4,4, 20 con a, < a,
se tendra f(a,) < f(a,)
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Ahora, ¢si tomamos una pareja cualquiera a,,a, € R con g, < a, se tendrd
f(a) < f(a,)? No siempre, puesto que podemos citar a g, = -2y a, = —1,
los cuales cumplen g, < a, y sin embargo f(a,) > f(a,) yaque f(a)=3y
f(a)=0.

De lo anterior podemos decir que:

() Si f:[0,40) > R con f(x)=x"—1,se tendrd que
YV x,,x, € [O,—i—OO) stox <x, = () < f(x,).

(b)Si f:R >R con f(x)=x"—1,no necesariamente se tendra
Vax,x, € Rsix <x, = f(x)< f(x,)

(2) Sea f(x)=x"—6x"+11x —6 (ver figura 2).

Figura 2

Note que st a < x, < x,, las imagenes de x,,x, estaran relacionadas como
Sx) < f(x,).

De la grafica podemos decir que, para cualquier pareja de nimeros x,,x, = a
que cumple con x; < x, entonces tendremos f(x;) < f(x,).

¢Si tomaramos una pareja de x,,x, € [2,00) con x; < x,,se tendrd f(x) <
f(x,)? No, puesto que podemos citar a x, = 2y x, = 2.5, donde estos va-

lores cumplen x,,x, € [2,00) con x,; < x, pero no cumplen f(x,)< f(x,),

yaque f(x)=0y f(x,)=-0.375.
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(3) Sea funa funcién definida en B cuya grafica se muestra en la figura 3; para
esta situacidn se observa que Vx,,x, € A si x, <x, = f(x,) < f(x,) y se
observa que esta propiedad no siempre se cumple cuando tomamos las pa-

rejas en B.

Figura 3

DEFINICION 1.6.1

Una funcion fes creciente en A siy sdlosi Vx,x, € A con x;, <x, = f(x) < f(x,).

Problema 1.6.1

Demostrar que f(x)=x"—1 es una funcién creciente en [0,+oo)

Solucién

¢Qué significa que fsea creciente en [0,400[?
Que Vux,x, €[0,400] si x, <x, = f(x,) < f(x,) (definicién 1.6.1). Enton-
ces, se debe seleccionar una pareja arbitraria x,,x, € [O,+oo) con x; < x, y deducir

fx) < f(x,).

Los valores tomados x,, x, pueden cumplir lo siguiente:

(a) Como 0<x, <x,, puede ocurrir que 0 =x;,, si esto pasara, tendriamos

2 2 - 2 2 2
que 0 =ux; <x; yen consecuencia x; —1<x; —1,y como f(x,)=x —1
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y f(x,)=x; —1, se cumplird que f(x,) < f(x,), llegando asi a lo que se
queria demostrar.
(b) Lo otro que puede ocurrir es que 0 < x;, en este caso se tendrd 0 < x; < x,
X X XX
de donde L <1y 1<=2 =<2 af <xf = a7 —1<x3 — 1, pero
xZ xl XZ xl )

como f(x)=x; —1y f(x,)=x; —1,se tiene que f(x,)< f(x,).

Tanto de (a) como de (b) se obtiene f(x,) < f(x,) con x, < x, como antecedente.
Como x,,x, € [0,+oo) son arbitrarios,se cumplird entonces que V x;,x, € [O,+oo)

six, <x, = f(x) < f(x,),lo que nos dice que fes una funcidn creciente en [O, +OO).

Problema 1.6.2

1sixe@Q
0st xel

Demostrar que g(x) = { no es una funcién creciente en R.

Solucién

Un bosquejo de la grafica de ¢ se muestra en la figura 4.

Figura 4
| 9 e e e e e e ® - oo -®
« ol o @ o o . o o o o
1 J2

¢Qué significa que ¢ no sea creciente en R? Si g fuera creciente en R, se cum-

pliria que Vx,,x, € Rsi x; <x, = g(x,) < g(x,) (definicién 1.6.1); de esta manera
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que ¢ no es creciente en R significa negar lo anterior, o sea Jx;,x, € R con x, < x,
donde g(x,) > g(x,), de esta forma el problema es construir o proponer una pare-
ja x;,x,, la cual cumpla x; < x, y también g(x,) 2 g(x,). Para encontrar esta pareja,
observe la grafica de la funcién.

De la grifica de ¢ proponemos a x, =1y x, = V2; notamos que x;, <X, y
también g(x,)=1vy g(x,) =0, es decir, g(x,) = g(x,), por lo tanto, 1 y V2 esla pa-
reja buscada.

Con lo anterior concluimos que, efectivamente, ¢ no es una funcién crecien-
te en R.

Problema 1.6.3

Demostrar que f(x) = 3 + 1 es una funcidn creciente en [—5, —3].

Solucién

Geométricamente la situacidn aparece en la figura 5.

Figura 5

—1/2

-3/2

¢Qué significa que fsea creciente en [-5,-3]?
Que Vux,,x, €[-5,-3] s1 x, <x, = f(x;) < f(x,) (definicién 1.6.1). De esta
manera, el problema consiste en tomar una pareja x;,x, € [—5, —3] arbitraria que

cumpla x, < x, y deducir a partir de esto, que f(x;) < f(x,).
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XX X X x
Como x, <x22>51<?‘:> ?1+1<?2+1 pero f(x1)=51+1 y f(x,)=

% + 1, esto dice que f(x,) < f(x,), por arbitrariedad de x,,x, se concluye que fes

creciente en [—5,—3].
Veamos otro comportamiento:

(4) Sea la funcién f(x) =—x+1, su grafica se muestra en la figura 6.

1 1
Sise toma x; =— y x, = — como en la figura 6,se tiene que x;, < x, y f(x,)=—

) 4 2 4
y f) =5 es decir f(0)> f(x).
En la figura 6 se observa para los valores y,,y, con y, <y,, que cumplen

f(y))> f(y,) :Se puede concluir que si x; <x, = f(x,) > f(x,) para cualquier pa-

reja x,x,°?

Figura 6

De la situacion geométrica se desprende una respuesta afirmativa.

(5) Para la funcién h(x) = x°, se observa que si x,,x, son como en la figura 7,

con x; < x, se tendra h(x,) > h(x,). Notese que x,,x, € [—00,0].

¢Si x,x, € R son arbitrarios, con x; < x, se cumplird h(x,) > h(x,)? No, pues-
to que tenemos a x;, =1y x, =2, donde x, < x, y sin embargo h(x,) < h(x,) (ver

figura 7).
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Figura 7

X1 X

1
(6) Ahora, para la funcidén f(x) =— se tiene que si x; <x, = f(x,) > f(x,)
x

con x,x, € (O,+OO).

Si a,,a, € R—{0} por e¢jemplo, como en la figura 8, se tiene que 4, < a, pero
no siempre se cumple f(a,)> f(a,).
Podemos concluir que x; <x, = f(x;) < f(x,) se cumple en ciertos subcon-

juntos de R.

Figura 8
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(7) Si tenemos una funcién como en la figura 9, notamos que para toda pare-
jax;,x, € A con x; < x, siempre se cumple f(x,) > f(x,); este comporta-

miento no se cumple para cualquier pareja que se toma en el conjunto B.

Figura 9

DEFINICION 1.6.2

Una funcidn fes decreciente en Asiy solosi Vx,,x, € Aconx, <x, = f(x,)> f(x,).

Ejemplo 1.6.1

Decir de la grifica de la funcion, en qué intervalos se comporta como una funcion

creciente o decreciente (figura 10).

Figura 10
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Solucién

En los intervalos [a,b],(b,c],[d,e],[f,g] [la funcidn es creciente y en [c,d],[e,f] la

funcién es decreciente.

Problema 1.6.4

Demostrar que f(x) =—x+1 es decreciente en R.

Solucién

¢Qué significa que fsea decreciente en R?

Que Vx,x, € Rsix <x, = f(x)> f(x,) (definicién 1.6.2).

Entonces tomemos x,,x, € R arbitrarios con x, <x, y demostremos que
S(x) > f(x,).

Como x <x,= —x,>—x,=> —x, +1>-x,+1 pero f(x)=—x+1y
f(x,)=—x, +1,de donde f(x,)> f(x,), luego por arbitrariedad de x,,x, se tie-
ne que Vx,,x, € Rsi x;, <x, = f(x,)> f(x,), por lo tanto fes decreciente en R.

Problema 1.6.5

1
Sea g(x) = — demuestre que g:
x

a) es decreciente en (O,+oo)
b) no es creciente en R — {0}

¢) no es decreciente en R —{0}

Solucién (a)

¢Qué significa que g sea decreciente en (O,+oo)? (ver figura 11).
Que Vx,,x, € (O,+OO) con x; <x, = g(x,) > ¢g(x,) (definicién 1.6.2).
Para demostrar lo anterior debemos tomar una pareja arbitraria x,,x, € (O,+oo)

con x; < x,, de ahi demostrar g(x,) > g(x,).
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Figura 11

X X>

11 1 1
Como 0<x <x, =>—>— pero g(x,)=—1y g(x,) =—, por lo tanto se
X X X Xy

concluye g(x,) > ¢(x,) que es lo que se queria demostrar.
Ahora, como X, X, son elementos arbitrarios tenemos que
Vx,,x, € (0,+oo) st <x, = g(x) > g(x,), por lo tanto, ¢ es una funcion decre-

ciente en (O, +OO).

Solucién (b)

¢Qué significa que g no sea creciente en R —{0}? (ver figura 12). Si ¢ fuera cre-
ciente en R —{0} significaria que Vx,,x, € R —{0} si x, <x, = g(x,) < g(x,) (de-
finicién 1.6.1), de esta manera, que ¢ no sea creciente en R —{0} significa que
Jx,x, e R={0} 3 x, <x, v g(x;) = g(x,).

De esta forma, el problema es construir o proponer una pareja de nimeros

Vx,,x, € R—{0} con x, < x, y que cumplan g(x,) = g(x,).
1
Con ayuda de la figura 12 proponemos que x; = ZY%= 1y observamos que

X <Xy @) === 2, g(,) =1 es decir g(x)) 2 ().

1
1/2
De esta manera, los nimeros buscados son x, = Y%= 1 por lo tanto, ¢ no

es creciente en R —{0}.
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Solucion (c)

¢Qué significa que g no sea decreciente en R — {0}? (ver figura 12). Primeramente, que
gseadecreciente en R — {0} significa que Vx,,x, € R—{0}six; <x, = g(x,) > g(x,)
(definicién 1.6.2), de esta manera, que g no es creciente en R — {0} significa negar lo

anterior, es decir, que Jx,,x, € R —{0} 3 x, <x, con g(x,) < g(x,).

Figura 12

Entonces el problema radica en construir o proponer una pareja x,,x, € R —{0}
que cumpla x, <x, v g(x,) < g(x,).

Para lo anterior proponemos a x; = =1y x, =1, para los cuales se tiene x, < x,
y =1 = g(x,) < g(x,) =1, de donde se desprende que ¢ no es una funciéon decrecien-
te en R —{0}.

(8) Analicemos un tercer tipo de comportamiento.

-1 s1 x<-1
Sea f(x)4 x si —1<x<1 (figura 13)
1 s1 1<x

Esta funcion tiene un comportamiento tal, que en algunos lugares se mantie-
ne constante y en otros crece. Notese que si x, = =3, x, =2, x, =—1/2, x, =1/2,

1 1
x5 =8, x, =10, sus imagenes son f(x,)=-1, f(x,) =—1, f(x3)=—5, f(x4)=5,

flxs)=1 f(x)=1,estoesix, <x, <ux, <x, <x <x,yf(x)=f(x)<f(x)<f
(x) <f(x) =f(x).
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Figura 13

Ahora, si se toma una pareja x,,x, € R con x; <x, donde x,,x, pueden es-
tar colocados en cualquier lugar de la recta real, preguntamos ;qué tipo de relacion
espera encontrar entre f(x;) y f(x,)? Podemos esperar que f(x,) = f(x,) o bien

f(x1) < f(xz) es decir, en general esperamos f(x;) < f(x,).

(9) La funcion g(x) = [x] (funcidn parte entera; a x le asocia el numero entero

mas cercado a su izquierda) (ver figura 14).

Figura 14

5 3
Six, =5/4yx, = 3/2tendremosx, < x,ytambién I:Z} = g(x,) =g(x,) = [E} =1

5 5
Six, =5/4y x, =5/2 se tendra g(x,) = {Z:| =1y glx,)= {E:| =2.
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Preguntamos: ;qué tipo de relacion se espera tener entre g(x;) y ¢(x,) cuando
X;,X, estan en cualquier posicion en la recta real con x; < x,? Lo mismo que en (8),
esperamos en algunos casos tener g(x,) < g(x,) y en otros g(x,) = g(x,), en general

esperamos tener g(x;) < g(x,).

Tanto en (8) como en (9), se observa que estas funciones en ocasiones crecen
y en otras permanecen constantes, estas funciones las podemos caracterizar, precisa-

mente, por algo que no hacen, esto es, no decrecer.

(10) Recordemos que la propiedad de ser creciente o decreciente depende
de donde una funcién tome valores, socurrira lo mismo con el compor-
tamiento exhibido por las funciones en (8) y en (9)? Es decir, ;ocurrird
que la propiedad x;, < x, = f(x,) < f(x,) depende de donde se tomen x;,
y x,? Observe la figura 15, festa definida en B, si x,,x, € A (arbitrarios)
con x; < x,,notamos que f(x,) < f(x,),pero ssi x;,x, € B en general, con
x; < x,, tendremos f (x1 ) <f (xz)? Los valores x,,x, que aparecen en la

figura 15 son tales que x, < x, y cumplen f(x;) > f(x,) que es la nega-
cion de f(x) < f(x,).

Entonces la propiedad x; < x, = f(x,) £ f(x,), para una funcioén f, depende del

conjunto donde se tomen los valores x;,x, y, claro esta, de la definicién de la funcion.

Figura 15
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DEFINICION 1.6.3
Se dice que fes no-decreciente en A siy sdlosi Vx,,x, € Ax, <x, = f(xl) < f(x2 )

¢Queé relacion existe entre los comportamientos crecientes, decrecientes y no-

decreciente?

(a) fescreciente en Asi Vx,x, €A x <x, = f(x)< f(x,).
(b) fes decreciente en Asi Vux,,x, € A x <x, = f(x)> f(x,).

(c) fesno-decreciente en A si Vx,,x, € A x <x, = f(x) < f(x,).

Recuerde que si a <b=>a < b, pero el reciproco no es cierto.
Sifes creciente en A, de (a) se tiene que Vx,x, € A x, <x, = f(x,) < f(x,)
y como f(x;) < f(x,)= f(x)< f(x,), se tiene entonces que si f es creciente en

A= f esno-decreciente en A.

Noétese también que si fno es decreciente en A, esto no significa que fsea no-

decreciente.

Ejemplo 1.6.2

De la grafica de la funcion f, en la figura 16, se aprecian algunos intervalos donde la

funcidn es creciente, decreciente y no-decreciente.

Figura 16
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(a) La funcidn fes creciente en [c,d],[e,f] y [g,h].
(b) La funcién fes decreciente en [b,c],[f,g] y [h,i].
(c) La funcidn fes no-decreciente en [a,b],[c,e],[d,f] y [c,f].

Problema 1.6.6
-1 s1 x<-1

Demuestre que f(x)=9 x si —1<x <1 esuna funcién no decreciente en R.
1 51 1<x

Solucién
¢Qué significa que fsea no-decreciente en R? (figura 13) que Vx,,x, € R si x, <x, =
f(x) £ f(x,). Tomemos entonces una pareja arbitraria x,,x, € R y a partir de esto

deduzcamos f(x;) < f(x,).

La pareja tomada puede estar en alguna de las siguientes situaciones:
1) x<x,<-1
(1) x <-1<x, <1
() x, <-lyl<ux,
(v) —1<x, <x, <1
(v) —1<x, £1<x,
(vi) 1<x <x,

Note que estas seis posibilidades son todas las que pueden ocurrir. En los seis

casos se concluye f(x,) < f(x,)

i) Six <x,<-1= f(x)=f(x,)=—1= f(x) < f(x,).

(i) Six,<—1<x<1= f(x,)=-1y f(x,) = x, pero como
—1<x, = f(x) = f(x) < f(x).

(i) Six <-1yl<x,= f(x)=-1y f(x,) =1 de esta forma
Sx) < fl0) = fx) < f(x):
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(v) Si—1<x,<x, <1= f(x,)=x,y f(x,) =x, pero como
% <x, = f(x) < fx) = fx) < fx).

(v) Si-1<x <l<x,= f(x,)=xy f(x,)=1 pero como
x 1= fx) < f(x,).

(vi) Sil<x, <x, = f(x)=f(x,)=1= f(x)< f(x,).

En los seis casos se concluye que f(x;) < f(x,); de esta manera, como x,,x,
son arbitrarios concluimos que Vx,x, € R si x, <x, = f(x;) < f(x,), por lo tanto
fes no-decreciente en R.

Veamos ahora cuando se dice que una funcidn es no-creciente.
1 51 x<-1

(11) Sea h(x)=<—x si —1<x<1 (figura 17)
-1 s1 1I<x

Figura 17

De la grafica de esta funcidn, se observa que en algunos intervalos las image-
nes se mantienen constantes y en otras decrecen conforme los valores de x se tor-
nan hacia la derecha.

Si tomamos x;,x, € R con x; < x, ;qué tipo de relacién esperamos encontrar
entre h(x,) v h(x,)? Que h(x;)=h(x,) o bien h(x,) > h(x,) (dibuje algunas parejas

si desea), es decir, se espera h(x;) = h(x,).
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fx si 0<x<2

(12) Sea f(x)= 1/2 G o<y

(figura 18)

La funcidn f esta definida en (O,+OO). En el intervalo (0,2) la funcion f
decrece y en el intervalo [2,+oo) la funcién se mantiene constante. De la mis-
ma manera que en la funcidn anterior, la funcién f decrece o bien se mantiene

constante.

Figura 18

1/2 2

Aqui también preguntamos: si x,,x, € (O,+oo) con x; < x,, ;qué relacién es-
peramos encontrar entre f(x,)y f(x,)? Esperamos encontrar f(x;) = f(x,) o bien

Sx) > f(x,), esto es, f(x) 2 f(x,).

(13) Observemos la situacién de la figura 19.Si x,,x, € A arbitrarios con x, < x,
se nota de la figura que f(x,) = f(x,), pero socurre lo mismo si x,,x, € B?
Es decir, ;para cualquier pareja x,,x, € B se tendrd f(x,) = f(x,)? No,
puesto que existen x;,x, € B, los cuales cumplen x; < x, y sin embargo
f(x;) < f(x,). Luego entonces, la propiedad x, <x, = f(x;) 2 f(x,) de-
pende de donde se tomen los valores x;,x, y claro esta, de la forma de la

funcién.

78



FUNCIONES

Figura 19

DEFINICION 1.6.4

Diremos que f es no-creciente en A si y sélo si Vx,x, € A con x, <x, =

fx) 2 f(x,).

Ahora, cuando fes decreciente en A se tiene que Vx,,x, € A con x; <x, =
f(x;)> f(x,), pero como f(x,)> f(x,) = f(x,)2 f(x,) de esta forma se tendrd
que si fes decreciente en A = f es no-creciente en A.

Figura 20

Problema 1.6.7

Demostrar que g(x) = 711 es una funciéon no-creciente en [0, +00).
X"+

79



INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

Solucién

Demostremos que ¢ es decreciente y como decreciente implica no-creciente, ten-
dremos la demostracién (figura 20).

¢Qué significa que ¢ sea decreciente en [0,+oo)?

Que Vx,x, € [O,+OO) st <x, = g(x;) > g(x,) (definicién 1.6.2). De esta
manera, lo que se debe hacer es tomar una pareja x;,x, € [O,+oo) arbitraria, que cum-
pla x; < x, y de ahi deducir g(x;) > g(x,).

Veamos que 0 <x, <x, = x; <x; > x +1<x; +1=>

1
>

€ro
X +1 x§+1p

1 1
como g(x,) = m y g(x,) = m se concluye que g(x,) > g(x,).

Como x,;,X, son arbitrarios, se concluye que Vx,,x, € [0,+OO) sl <X, =
g(x,) > g(x,), por lo tanto g es decreciente en [0,400].

Finalmente, como g es decreciente en [0,+oo) => g es no-creciente en [0,+oo).

Problema 1.6.8

Demostrar que f(x)=x" es creciente en R.

¢Qué significa que f sea creciente en R? Que Vx,x, eR si x, <x, =
f(x) < f(x,) (definicion 1.6.1).

Entonces tomemos una pareja x;,x, € R arbitraria que cumpla x, < x, y a par-
tir de esto, concluir f(x,) < f(x,).

Observe que x;,X, pueden ubicarse en cualquiera de estas situaciones:

1) 0<x <x,

1) x, <x, <0

(
(
() x, <0<x,
(w) 0=x <ux,
(

v) x, <x,=0

Analicemos cada caso:

1) Si0<x, <x,= x5 <x, = x4 <x6x, =8 <x; = f(x)< f(x,).
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(i) Six, <x, <0 = x; > x (ver problema 1.5.4),luego como x, < x, < 0 tene-
mos que —x, > —x, > 0,de esta manera (—x,)(x7) > (—x,)(x;) = —x] > —x;
multiplicado por (—1) se tendrd x) < x; y de esta forma f(x,) < f(x,).

(i) Si x, <0 <x, = <0<x; = f(x,) < f(x,).

(i(V)Si0=x,<x,=2x =0y x>0 x <x; = f(x,)< f(x,).

V) Six<x,=0=x<0yx=0=x<x= f(x)< f(x,).

En todos los casos se concluye f(x;)< f(x,) para x,,x, € R arbitrarios, por
lo tanto se tiene que Vx,,x, € Rsi x; <x, = f(x,) < f(x,), esto nos dice que fes
una funcién creciente en R.

Para finalizar esta seccidn, nos preguntamos ;existe una relacioén entre los con-
ceptos de que una funcidn sea creciente o decreciente con el concepto de inyecti-
vidad? (figura 21).

Se pueden elaborar dos proposiciones:

(a) Sifcreciente o decreciente en A => f es inyectiva en A.

(b) Sifesinyectiva en A = f es creciente o decreciente en A.

Demostraremos que la afirmacion (a) es verdadera y la (b) es falsa en general.

Figura 21

Afirmacion 1.6.1

Si fes creciente o decreciente en A = f es inyectiva en A.
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Demostracién

Supongamos que fes creciente en A y probemos que la funcion es inyectiva en A
(figura 21).

Ahora preguntamos: ;qué significa que f'sea inyectiva en A? Que Vx,,x, € A s
X, #x, = f(x,)# f(x,) (definicidn 1.5.1). Tomemos entonces una pareja x,,x, € A
arbitraria con x, # x, y deduzcamos f(x,) # f(x,).

Para los valores seleccionados se puede tener:
1) x<x, o (1) x,<x

Como hipotesis fes creciente en A se tiene que de (1) o (i) que f(x,) < f(x,)
o f(x,) < f(x;) respectivamente, en ambos casos se tiene f(x,) # f(x,).

Como x,,x, son arbitrarios, concluimos que Vx,,x, € A con x, #x, =
f(x,)# f(x,), porlo tanto fes una funcidn inyectiva en A.

El caso en que fes decreciente en A se procede de manera analoga; finalmen-

te la afirmacidn es cierta.

Ahora demostraremos que es falso que si f es inyectiva en A = f es crecien-
te o decreciente.

¢Coémo ver esto? Exhibiendo una funcién inyectiva en algin intervalo pero
que no sea ni creciente ni decreciente.

; » » 2x si xe€@Q
¢Qué funcién? La funcién f(x) = ] (figura 22)
x st xel
La figura 22 nos dice, por si misma, que la funcién fno es creciente ni decre-

ciente en R que es el conjunto donde estd definida la funcién f.

(a) fno es creciente en R: ;qué significa que f no sea creciente en R? Que
fsea creciente en R significa que Vx,,x, e R si x; <x, = f(x,) < f(x,)
(definicién 1.6.1), de esta manera que fno sea creciente en R significa que
Jx,,x, € R con x, <x, con f(x) = f(x,).

Ahora el problema es construir o proponer una pareja x;,x, € R que cum-

pla x, <x, vy f(x;)2= f(x,); para esto proponemos a x;, =1y a x, = \/5,
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entonces f(xj) =f(1) =2>2 :f(\/a) :f(x2 ), que es lo que se que-
ria probar, por lo tanto fno es creciente en R.

(b) fno es decreciente en R: ;qué significa que fno sea decreciente en R? Que f

sea decreciente en R significa que Vx;,x, € R con x; <x, = f(x,)> f(x,)
(definicién 1.6.2), de esta manera, que f no sea decreciente en R significa
que 3x;,x, e R con x; <x, v f(x%) £ f(x,).
Como anteriormente se hizo, debemos proponer o construir una pare-
ja x,x, € R que cumpla x, <x,y f(x,)< f(x,). Para esto proponemos
ax, =1yaux,=2,con esta pareja tenemos x; <x, y como f(x)=2y
f(x,) =4 setiene f(x,) < f(x,), de donde podemos implicar f(x,) < f(x,),
de esta manera, concluimos que f no es una funcién decreciente.

(c) Finalmente demostremos que fes inyectiva en R ;Qué significa que fes in-
yectivaen R? Que Vx,,x, € Rsix, #x, = f(x;)# f(x,) (definiciéon 1.5.1).
El problema es entonces tomar una pareja x,,x, € R arbitraria que cumpla
con x; # x, y con esto deducir f(x;)# f(x,).

La pareja de nameros X, x, debe estar en las algunas de las siguientes situa-

clones:

Analicemos los cuatro incisos:

(i) Six;,x, € Q,como x, # x, = 2x, # 2x, pero f(x,)=2x,y f(x,)=2x,
de esta forma f(x;) # f(x,).

(i1) Si x,x, €I, como x, #x, y se sabe que f(x,)=x,y f(x,)=x, te-

niéndose que f(xj) * f(xz)

({ii)Si x, €Q y x, €1 con x; #x, = 2x, #x, yaque 2x, €Q y x, €1,

luego f(x,)=2x,y f(x,)=x, de donde se concluye f(xl) # f(xz)
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(iv)Six, el y x,€Q con x;, #x, = x, #2x, yaque x, €l y 2x, € Q

luego como f(x1) =x, vy f(x,)=2x, se concluye f(x1) #* f(xZ)

En los cuatro casos se obtiene que f(x,) # f(x,) suponiendo x, # x,; por ar-
bitrariedad de x,,x, se tiene que Vx,x, € R si x; #x, = f(x)# f(x,), por lo
tanto fes inyectiva en R.

Asi, la funcidn fes inyectiva en R pero no es creciente ni decreciente, demos-

trando con esto que es falsa la afirmacidon que se hizo en (b).

Figura 22

EJERCICIOS

1.6.1 Demuestre que si A < B y fes creciente en B = f es creciente en A.

1.6.2 Demuestre que el reciproco del ejercicio anterior es falso en general.

1.6.3 Si f'es no-creciente y no-decreciente en A, ;qué puede decir acerca de f?
1 s x<-1

1.6.4 Demuestre que h(x)=q9—x si —1<x <1 esuna funcién no-creciente en R
-1 s1 1>x

(sugerencia: ver el problema 1.6.6).

1.6.5 Demuestre que f(x)=[x]es una funcién no decreciente en R.

1.6.6 Diga en qué intervalos, la funcién cuya grafica se muestra en la figura 23, es

creciente, decreciente, no-creciente, no-decreciente.
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Figura 23
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Seccion 1.7. Funciones acotadas

En esta Gltima seccion se estudiard el concepto de funcién acotada, acotada supe-
riormente y acotada inferiormente; diremos que una funcién es acotada, cuando
los valores de las imagenes de una funcidn se ubican en un intervalo cerrado de la
forma [a,b]. El concepto de funcioén acotada es piedra angular para posteriores re-

sultados sobre funciones continuas.

(1) Sea f:(—oo,2] —> R con f(x)=x+1.

La grifica de fse muestra en la figura 1y, de ésta, se puede observar que los
valores de f(x) no son mayores a 3, es decir f(x) < 3 siempre que x € (—00,2].

La existencia del nimero 3, como nimero distinguido que cumple f(x)<3

cuando x € (—00,2] depende tanto del conjunto (—00,2] como de la funcién f.

Figura 1

1
2) S 12,5 R =
@) Sea g:[25] > R con () = 5

Las imigenes de la funcién ¢ (figura 2), no sobrepasan 1, atin mis, podemos

decir que g(x) no rebasa al 1/5 cuando x € [2,5], es decir, g(x) S% Vxe [2,5].

(3) Sea h: (1,3) — R, h(x)=x> —2, preguntamos ;existe un nimero M que
cumpla h(x) <M Vx € (1,3)? (observe la figura 3).
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Figura 2

R ¥

-1 3

Se pregunta si existe un namero M tal que h(x) < M para cualquier x € (1,3).

La grafica nos dice que, efectivamente, existe un nimero el cual siempre es
mayor que h(x) con x € (1,3).

Un posible candidato es el 7,s6lo faltaria ver que se cumple h(x) <7 Vx € (1,3).

Para demostrar lo anterior, tomemos un elemento x, arbitrario en el intervalo (1,3)
y concluyamos que h(x,) <7, es decir concluyamos x; —2 < 7.
Comox, €(1,3) = 1<x,<3= 1<x, <9= x; <7+2=> x; —2<7ycon-

cluimos h(x,) < 7.

Como X, es arbitrario se tiene Vx € (1,3) h(x) <7, por lo tanto contestamos
afirmativamente a la pregunta: efectivamente existe el nimero 7 el cual cumple
Vxe(1,3) h(x)<7.

En las situaciones mostradas en (1), (2) y (3) se dird que:

En (1), existe 3 tal que f(x)<3 Vxe (—00,2]
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En (2), existe 1/5 tal que g(x) < Vxe [2,5]

1
5
En (3) existe 7 tal que h(x) <7 Vxe (1,3)

DEFINICION 1.7.1

Diremos que f esta acotada superiormente en A subconjunto de R si IM e R >
f(x)SM VxeA.

Las tres funciones anteriormente vistas son acotadas superiormente, de acuer-
do con la definiciéon anterior.

Sea I(x)=x con x e R (A =R) ;Coémo demostrar que I no es acotada supe-
riormente en R? Si I fuera acotada superiormente en R se tendria que IM € R >
I(x)=x<M VxeR,esto es equivalente a decir que los reales estan acotados su-
periormente, lo cual es falso; por lo tanto no se puede tener que I es acotada supe-

riormente en R.

Problema 1.7.1

Sea f(x)=2x,demostrar que fes acotada superiormente en [6,4)

Solucion

Griaficamente la situacion del problema aparece en la figura 4.

¢Qué significa que fsea acotada superiormente en [6,4)? Que IM eR>
f(x) <M Vx €[-6,4) (definicion 1.7.1).

El problema es construir o proponer (o dar evidencia de su existencia) un ni-
mero M el cual cumpla f(x) <M Vx e [—6,4).

De la figura 4 proponemos a M = 8 siendo ahora nuestro objetivo demostrar

que se cumple

f(x)<8 Vaxe[-6,4).
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"""" -12

Para demostrar lo anterior, tomemos un x, € [—6,4) arbitrario y deduzcamos

que se cumple f(x,)<8.

Procediendo x,, € [—6,4) = —6<x, <4= x, <4= 2x, <8pero f(x,)=2x,,
por lo tanto f es acotada superiormente en [—6,4). De la misma manera en que se
tienen funciones acotadas superiormente, se tendran funciones acotadas inferior-

mente, veamaos:

(4) Sea f: [2,4) — R con f(x)=x>—10 (figura 5) observamos que ningtin
valor f(x) con x € [2,4) es menor que -6 es decir =6 < f(x) Vx € [2,4),
la figura 5 nos ayuda a visualizar que IM =65 -6 < f(x) Vx € [2,4).

Figura 5
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(5) Sea g: (1,4] — R con g(x) = —§+ 3 (figura 6).

Nuevamente notamos de la grafica de g, que todas las imagenes g(x) con

X € (1,4] no seran menores que 1, es decir, 1 £ g(x) siempre que x € (1,4].

En la situacion (4) se tiene que AM =—63 -6 < f(x) Vxe [2,4) y en la si-
tuacién (5) tenemos que 31e R> 1< g(x) Vxe (1,4] .

DEFINICION 1.7.2

Diremos que fes una funcion acotada inferiormente en A, subconjunto de R siy
solosidmeR> m< f(x) VxeA

Figura 6

5/2

Problema 1.7.2

Demostrar que f(x)=x’ es acotada inferiormente en [-2,1]

Solucién

La figura 7 nos dice cual es la situacion geométrica del problema. ;Qué significa
que fsea acotada inferiormente en [—2,1]? Que dmeR> m< f(x) Vxe [—2,1]
(definicibén 1.7.2).

De esta manera, el problema es construir o proponer un numero m el cual
cumpla m < f(x) Vxe [—2,1].
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Figura 7

|
[N}

La figura 7 sugiere que se proponga a —8, siendo ahora nuestro objetivo de-
mostrar que se cumple =8 < f(x) Vx e [—2,1].
Para lograr lo anterior, tomemos un elemento arbitrario x, € [—2,1] y deduz-
camos =8 < f(x,)-
Dado que x, € [—2,1] = —2<x, <1, como fes creciente en R, se tendra que
fes creciente en [—2,1] (ejercicio 1.6.1), de esta manera se obtiene que f(-2)<
f(x)< f(1)= -8< f(x,) que es lo que queria demostrar, por lo tanto, como x,
es arbitrario, concluimos que =8 < f(x) Vx e [—2,1]. Finalmente f(x)=x’ esaco-

tada inferiormente en [—2,1].

Problema 1.7.3

1 o
Sea g(x)=— demuestre que ¢ no es acotada inferiormente en (—O0,0).
X

Se hara la prueba por contradiccion.

Lo que se quiere demostrar es que ¢ no es acotada inferiormente en (—oo,O),
entonces supongamos que ¢ si es acotada inferiormente en (—O0,0). ¢Qué significa
que ¢ sea acotada inferiormente en (—O0,0)? QuedmeR> m< g(x) Vx e (—oo,O) )
es decir, Ime R > m < - Vxe (—oo,O). Nosotros afirmamos que m si existe y
es negativa, ;por qué? Porque m debe cumplir con m < - Vxe (—00,0) donde es

claro que el cociente es negativo.
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Figura 8

1 A
Ahora, como se supone que m < — Vx € (—O0,0) ,en particular para x, = P
x m—

) 1
se tiene m < — (observe que x, € (—O0,0) ya que como m <0 = x, = T esne-
X, m—
gativo).
. 1 L
De esta forma se tiene que m < f(xo) == de donde se implica que

Xo

m—1
m < m—1, teniéndose que 0 < —1 lo cual es absurdo; por lo tanto, es falso suponer
que ¢ sea acotada inferiormente en (—O0,0), de esta forma se concluye que ¢ no es

acotada inferiormente.

Problema 1.7.4

Para f(x)=2x+1 demuestre que:

(a) No es acotada inferiormente en (—oo,l].

(b) Es acotada superiormente en (—oo,l].

Solucién (a)

Para demostrar este inciso procederemos nuevamente por contradiccion, es decir,
supondremos que f es acotada inferiormente en (—00,1] (ver la figura 9).

¢Qué significa que f es acotada inferiormente en (—00,1]? Que 3meR>
m< f (x) Vxe (—oo,l] (como el problema anterior, debemos buscar un valor x, el

cual nos lleve a alguna situacion falsa).
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Facilmente podemos notar que existen valores f(x) negativos, por ejemplo,
cuando x =-10 f(x)=-19 y como hemos supuesto que ImeR > m < f(x)

Vxe (—oo,l], este m debe ser negativo.

Ahora tomando a x, = 2 _ 3 5e observa que x, € (—00,1] luego se debe cum-
2

plir en particular m < f(x,) para nuestro x; de esta forma
m=< f(x))=>m S2(%—3]+1:> m<m—6+1= 0<-5,lo cual es absurdo.

Por lo tanto es falso suponer que fes acotada inferiormente en (—oo,l], y con-

cluimos que fno es acotada inferiormente en (—00,1].

Solucién (b)

¢Qué significa que fsea acotada superiormente en (—oo,l]?que IMeR> f(x) <M
V x € (—o0,1] (definicién 1.7.1).

Entonces el problema es construir o proponer (o dar evidencia clara de su exis-
tencia) un M que cumpla con f(x) <M Vxe (—00,1]. De la figura 9 proponemos
a 3 como ese valor M buscado, siendo ahora nuestro objetivo probar que f(x) <3
Vx e (—o,1].

Para demostrar lo anterior, tomemos un x, € (—00,1] arbitrario y deduzcamos

que se cumple f(x,)<3.
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Para nuestro X, seleccionado se tiene que x, € (—00,1] =>x 122>
2x, +1< 3, pero como f(x,) = 2x, + 1 se tiene f(x,)<3.Como x, es arbitrario, se
concluye que f(x) <3 Vxe (—oo,l] lo cual nos dice que f es acotada superior-

mente en (—OO, 1].

DEFINICION 1.7.3

Decimos que festa acotada en A si f es acotada superior e inferiormente en A.

EJERCICIOS
1.7.1 Grafique f(x)=—x +2;es facotada en (—00,3]?

1.7.2 Demuestre que g(x)= 1 acotada en R.
X

1.7.3 Si f'y ¢ son funciones acotadas en A ;f + g, fg, f/¢ serdn acotadas en A? justifi-
que sus respuestas.

1.7.4 Demostrar que si fes acotada en [a,b] y en [b,c] entonces f es acotada en [a,c].
1.7.5 Demuestre que si fes acotada en Ay BC A= f acotada en B.

1.7.6 Demuestre que fes acotada en A< 3IM >0 > |f(x)| <M VxeA.

1.7.7 Demostrar que si ¢ es acotada superiormente en Ay f(x) < g(x) Vxe A= f
es acotada superiormente en A.

1.7.8 Demuestre que f(x)=x"+1 es acotada superiormente en (—00,2).

1.7.9 Demuestre que f(x)=x" +2x +1 es acotada en [2,8].
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I1. Limites

En los origenes del calculo, los conceptos de limite, derivada e integral, asi como el
calculo de algunas areas, se llevaban a cabo mediante nociones basicas e intuitivas;
el lenguaje algebraico y la geometria analitica estaban en procesos de formacion,
los problemas de convergencia ya existian, pero los resultados eran abordados a par-
tir de nociones intuitivas y geométricas, como las sorprendentes ideas de Cavalieri
(1598-1647) sobre diferenciales. La formalizacién del cilculo comienza en la se-
gunda mitad del siglo X1,y es impresionante la cantidad de resultados y conjeturas
correctas realizadas por personajes como Arquimides (287 a. C- 212 a. C), Galileo
(1564-1642),Wallis (1616-1703), Newton (1643-1727), Leibniz (1646-1716) o Eu-
ler (1707-1783), por mencionar a algunos cientificos anteriores a Weierstrass (1815-
1897), quien es considerado el padre del anilisis moderno.

Resulta formativo conocer los puntos de vista de algunos matematicos y fisi-
cos de los siglos xvi1 y xvi acerca del concepto de limite de una funcién de una
variable real y enterarse de que, a pesar de no tener una conceptualizacion formal,
la idea intuitiva que poseian de este concepto los conducia a calculos correctos de
derivadas e integrales.

En la primera seccién de este capitulo se construye la definicién de limite de
una funcidn, esto es, se establece lo que significa que una funcidén “f(x)” se acerque a
un namero “I”, cuando los valores “x” se acercan a un nimero “a”, concluyéndose

“ZJ)

de manera formal que imagenes “f(x)” cercanas a “I” provienen de valores “x” cer-
canos al valor “a”, en términos de cuantificadores.
En la segunda seccion se establece la existencia del limite de una funcién en

términos de sucesiones, lo que nos dice que la funcion “f(x)” se acerca a un nimero
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“l”, cuando los valores “x” se acercan a un nimero “a”, es equivalente a decir que
para cualquier sucesion de nimeros que converge al punto a se genera una sucesiéon
de imagenes que converge a /.

En la tercera seccidn se establecen las condiciones para efectuar el calculo de
los limites de una suma de funciones, de un producto y de un cociente de mane-
ra formal; también se demuestran otros resultados que tienen que ver con limites y
desigualdades entre funciones.

Por Gltimo, se presentan y prueban resultados acerca de limites laterales de fun-
ciones, para esto se determina lo que se entendera cuando una funcién tienda a un
numero por la izquierda o por la derecha; asimismo, se establece una relacion entre

la existencia de un limite y la existencia de los limites laterales.
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Seccion 2.1. Definicion basica de limite

-, X [P .
(1) En la funcién f(x) =— no es dificil ver, tanto en la grafica como en la
expresion, que si X toma valores cercanos a 2, f (x) estard proximo a 1.

Tabulemos algunos valores (ver figura 1).

Six=25 = f(5 =125
Six=23 = f@3)=1.15
Six=2.1 = f@1)=1.05
Si x =2.05 =  f(2.05) =1.025
Six =203 = f(2.03)=1.015
Six=2.01 = f(2.01)=1.005
Six=15 = f(1.5) =075
Six=17 = f(1.7)=085
Six=19 = f(1.9)=0.95
Six=195 = f(1.95) =0.975
Six =197 = f(1.97) = 0.985
Six =199 = f(1.99) = 0.995

Numéricamente, observamos que si se esta cerca de 2, f (x) lo estara de 1.
Note, observando la figura 1, que si x es un nimero cerca de 2 y se encuen-

tra en el intervalo (1.4,2.6), es decir, si 1.4 < x < 2.6 con x # 2, entonces se tendra

0.7< f(x)<1.3.

Figura 1
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Se observa que si x € (1.4,2.6) con x # 2, entonces su distancia al nimero 2
es menor que 0.6, trayendo como consecuencia que al valor de f(x) dista al 1 me-

nos que 0.3.

Escribamos lo anterior en otros términos:
Si0<|x—2/<0.6=|f(x)-1<03

(2) Con la misma funcién que en el inciso anterior, f(x) =3 contestemos la

siguiente pregunta:

¢Qué tan cercanos deben estar los valores de x al 2, para que f(x) diste al 1

menos que 1/50? (figura 2).

1
Observemos que 1+ %0 proviene de un x, Gnico (fes suprayectiva de R en R),

1 51 1 1
f(xz) =1+ 0" %.Asi también, 1 — =0 proviene de un x, Gnico f(xl) =1- 00"
49
50
Ahora preguntamos: ;quiénes son, x,,x,?
x, 51 51
C =Z2="sx =—.
omo f(xz) > =5 % "5
49 49
De la misma manera f(x1) S N LN X ==
2 50 25
¢Cuanto distan x,,x, de 2?
51 1
La distancia de x, a 2 es: |x2 - 2| =|l—=-2|=—.
25 25
49 1
La distancia de x, a 2 es: |x1 - 2| =|—-2/=—
! 25 25
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Figura 2
1/50
1/50

X, 2 X2

1/25 __ 1/25

Los valores x,,x, distan lo mismo al 2, esta distancia es de >
Notemos que si x # 2 dista al 2 menos que 25 tendremos que f(x) distara

al 1 menos que =0 (ver figura 3).

Figura 3
2 X 2+1/25
4 | b
| 1/25 |

1 51 1
Si x estd entre 2 y 24— =—, tendremos que 0 < |x — 2| < —, es decir, x
. 25 25 25
dista al 2 menos que —.
25

Geométricamente, un namero x con las caracteristicas anteriores tendra asocia-

o 1 : , .
doun f (x), el cual distara de 1 menos que 0" verifiquemos esto mas analiticamente:

1
Como O<|x—2|<2—5 con x >2, se tiene que x—2>0= O<|x—2|=

1 x=2 1 x 1
X—2<—= —/—<—= ——1<—.
25 2 50 2 50
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. X X
Luego, como x > 2, se tiene 2 > 1, por lo tanto E_l >0, de esta forma

1
%— 1‘ =§—1, con esto ﬁ—1 < =0’ y como f(x) = %, se tiene finalmente que
1
x)—1<—.
=1 < 55
. , 1 ) 1
Si tomasemos un x entre 2—-— vy 2, es decir, 0 < |x - 2| <— con2——x<
25 25 25

x <2, procediendo de manera similar como anteriormente, llegariamos a tener

1
—1f<—=.
) =1< 55 1
Se hace notar que para la & = — dada inicialmente, hemos encontrado un

1 1
0 =— para el cual, si x es un elemento del intervalo I; = [2 -—,2 +—j con

25
L , . 1 1
x # 2, esto implica que f(x) estara en el intervalo I, = l—%,l +% .
Ahora contestemos la pregunta inicial de este punto ntmero (2):

1 1
Los X deben ser tales que x € I; =| 2——,24+— | con x # 2.
25 25

La distancia de los nimeros x al 2, debe ser menor 5 Para poder tener a f(x)

1
distando al 1 menos que —.
50

(3) Ahora,si g, es como en la figura 4, se tiene que f(x) dista al 1 menos que

&, cuando x dista al 2 menos de §, = 2¢, (ver 2 anterior).

Si &, es como en la figura 4, existira también el &, = 2¢, para el cual, si x dista
al 2 menos que &, entonces la distancia de 1 a f(x) serd menor que &,.
Concluimos entonces que si &, es un valor cualquiera, podemos siempre encon-

trar otro valor 8, = 2¢,, el cual tiene la propiedad: si x es tal que 0 < |x - 2| <o =

|fx) -1 <&
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Para esta funcion f(x) = %, si &, es un nimero muy pequeo (tal vez &, = 1/10"
y claramente puede ser mis pequefio), siempre existe 9, = 2¢, tal que si x cumple
0< |x - 2| < 0, entonces ocurrira |f(x) - 1| <§&,.

Cuando x esta cerca de 2,1a imagen f (x) estara cerca de 1, esto se denota como
f(x)—>1 cuando x — 2 (— se lee “tiende a”) y también se escribe llir%f(x) =1.
También diremos que para cualquier valor de € > 0 siempre es posible encontrar
un O >0, tal que si la distancia de x a 2 es menor que 9, entonces la distancia entre

f(x) y 1 es menor a €. De una forma mais compacta escribimos:

Ve>036>0 > quuecumplaO<|x—2|<5:>|f(x)—1|<8.

Figura 4

(4) Sea una funciéon fcomo en la figura 5, en donde si x esta cerca de a, f(x)

lo estara de .

Note quessi & > 0 es como en la figura 5, existird 0 > 0 tal que si 0 < |x - a| <o=>

|fx)—1|<e.

Figura 5

n
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DEFINICION 2.1.1

Diremos que lim f(x) =1, cuando V& >0 3 § >0, tal que Vix que cumpla

0<|x—d<d=]flx)-1| <&

Importante:

(@) 0< |x - a| < 0 significa que x estd en un intervalo abierto de longitud o
didmetro 20 >0, o de radio & >0,y a estd en el punto medio del inter-
valo, con x # a; dicho de otra forma: x esta en el intervalo de radio & >0
centrado en a, con x # a. Asimismo, |f(x) - l| < & significa que f(x) esta
en el intervalo de radio € >0 con centro en [, donde f(x) no necesaria-
mente es distinto de L.

(b) Se pide 0 < |x - a| < 0,porque nos interesan las cercanias al ndimero a, ade-
mas de que el nimero a no necesariamente es elemento del dominio de la

funcion.

-2 1
Por ejemplo, hn} al rim) (se demostrard después) y 2¢ Df donde

2
x° —

o

2
flx)= — (ver figura 6).

2
X

Figura 6

(c) Cuando en la definicién aparece: Vx si 0 < |x - a| <0=> |f(x) —l| <E.
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Esto significa que Vx con 0 < |x - a| <dyxeDf = |f(x) —l| < &.Paralos
x ¢ Df, simplemente no tiene sentido la desigualdad |f(x) - l| <&.

Por ejemplo, f(x)=+1-x" (figura 7) cumple hn} fx)= lin} V1=x* =0.

Figura 7

: Tfifﬁiffiffiffiffifffff,;_

Tenemos por la definicion 2.1.1, que

Ve>036>05 VasiO<|x—1|<d=|f(x)-0[<e.

Para los X en el intervalo de radio & centrado en 1, que estin a la izquierda
de 1, se tiene que |f(x) - O| < &.Para los X en el intervalo de radio & centrado en
1, que estan a la derecha de 1, la desigualdad |f(x) - O| < & no tiene sentido, puesto

que fno esta definida para esos valores de x.

(d) La expresion hm 1= carece de sentido, ya que cerca de 2 no existen
valores del dommlo de f. ;Cdmo se comporta f(x) cuando x se aproxima
a 2? f(x) no es un nimero real cuando x estd proximo a 2, por lo tanto f
carece de comportamiento para valores de x “muy cercanos a 2” (piense

por ejemplo en 1.8).

Para que tenga sentido hm f(x)=1, el nimero a debe tener siempre elemen-

tos del dominio de la func1on f a la izquierda de a4, a la derecha de a, o hacia am-

bos lados de a.

(e) Se entiende que existen valores del dominio de fa izquierda o derecha de
a, si dado cualquier h > 0, existe x € Df tal que la distancia entre x y a es

menos que f, es decir 0 < |x —a| <h.
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Problema 2.1.1
1
Sea f(x)=«’, intuitivamente, lirr21 flx)= lin}xz =4,;Dado € = 10" como debe ser

1
0 > 0 tal que si x cumple con 0 < |x - 2| < 0 entonces se cumpla |f(x) - 4| <¢= E?
(figura 8).

Solucién

Figura 8

Figura 9
4+1/10

€= 1/10:[
4-1/10| éx

La funcién f(x) = x’ es sobreyectiva de [O,+OO) en [O,+OO) y es creciente tam-
. ) , 1 .
bién en este intervalo; de esta manera, para el nimero 4 +E existe x, € [0, +OO)

1
Unico, tal que f(x,) =4+ T asi también para 4 — To existe x, € [O,+oo) Gnico, tal

1
ti =4-—.
que se tiene f(x,) 10
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¢Quiénes son x,,x,?, calculémoslos:

1 4 41
f(xz):x§:4+mzmz>x2: Ee|:0’+oo)

1 39 39
flx)=x7 =4—E253x1 21,56[0,00)

/41
La distancia de x, = T al 2 es

La distancia de x, = , /% al 2 es |x, — 2= 0.025158

X, — 2 2 0.024845

[39
De la figura 9, se tiene que &, serd 2 — I =0.025158

41
De la figura 9, se tiene que 0, sera ,’E —2=0.024845

Si nosotros tomamos x, € (xl,xz) con X, #2, como fes creciente en [0,+OO),

1 1
tendremos f(x;) < f(x,) < f(x,), es decir 4—E<f(xo)<4+ﬁ.

No es dificil observar que el intervalo (x1,x2) no esta centrado en 2.

Recuerde que debemos encontrar un ¢ > 0 y construir el intervalo centrado
en 2 con radio J; tenemos dos posibles valores que pueden ser el § buscado, estos
son 9, 0, (figura 9).

Note que nos conviene tomar a la § minima, en este caso d = 0, (verifique

1
que si tomamos O = 9, sera falso que Vx si 0 <|x—2| <od=> |f(x)—4| <& :E)

Ahora debemos verificar que si x cumple
1
O<|x-2<6=6= |f(x)—4|<g=E,
pueden ocurrir dos cosas con x, este puede estar a la derecha o a la izquierda de 2.

/41
(i) Six<?2 con0<|x—2|< 0=0,< E—Z,setienequex—2<0
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O<|x-2/=2- x<1/——232 x<,/4+——2<2 1/
2-x<2- 1/ 1/ =£<x2:> hox <
10 10

y como f es creciente en [0, +00) y se tiene x < 2, concluimos x> < 4 =
2 2 2 1 :
0<4—-x*= |x —4|, de esta manera tenemos |x _4|<E’ es decir

|f(x)—4|<8=%.

41
S1x>2con0<|x 2|<5 5<,[1 — 2, se tiene

[41 / 1
O<|x—2|= XxX—2< L |—- :> x° <_: 44 —=
10 10

1 .
X —4< 0 nuevamente, como fes creciente en [0, +OO) yx>2=> >4 =

1
XX —4>0=> |x — 4| x? — 4 ,de esta manera tenemos |x - 4| 0 ,0 sea

| f(x) —4|<g=%.

De (1) y (i1) se tiene, efectivamente, que si x cumple con

o<|x—2|<5=§2:|f(x)—4|<g=i.

10

[41
De esta forma la 0 buscada puede tomar el valor de 6, = T 2.

Solucién

Problema 2.1.2

, X
Demostrar que lim— =2

x—4

¢Queé significa que lim— = 2?
x—>4 2
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QueVe>030>0 > szi0<|x—4|<5:>|f(x)—2|<8,dondef(x)zg

(definicién 2.1.1) (ver figura 10).

Figura 10

El problema consiste en que dado &, >0 arbitrario se debe construir un &,

para el cual se cumpla V x si O<|x—4| <9, = |f(x)—2| <&,.

Estimando nuestra Gltima desigualdad:

|f(x)—2|<€0 = ‘%—2 < &, luego como %|x—4| =

1
g—z‘: She—4 <.

Recordemos que para la &, buscada se debe tener 0 < |x - 4| <o, = < &;

AR
2

1 .
note que hemos llegado a que E|x - 4| < &, de esta manera el candidato a ser 9,

es 2¢,.

Verifiquemos ahora que Vx si 0 < |x - 4| <o, = |f(x) - 2| <Eg,.
¢Qué necesitamos hacer? Seleccionar un x; arbitrario que cumpla 0 < |x(, - 4| <0,

y a partir de esto concluir que |f(x0) - 2| <&,

1 X,
Como tenemos 0 < |xO —4| <0, =28 = —|x0 —4| <g => ‘—0— 2| < &,, pero
2 2

f(xo) = x—zo, de esta manera |f(x0) - 2| <&,
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Como x, es arbitrario, se tiene entonces V x si () < |x - 4| <o = |f(x) - 2| <&,

Asi también, como la g, > 0 es arbitraria y encontramos su &, concluimos que

Ve>030>0>3Vxsi 0<|x—4|<5:> |f(x)—2|<8,lueg0 entonces, queda de-

, X
mostrado que lim— = 2.

x—>4

La estrategia utilizada para resolver este problema, se repetira en los siguien-

tes tres problemas.

Problema 2.1.3

Demostrar que lin21 g(x) =4 cuando g(x) = x> (ver figura 11).

Solucién

¢Qué significa que lin}g(x)=4? Que Ve>0 3 0>0> Vusi 0<|x—2|<5:>
|g(x) - 4| < ¢ (definicién 2.1.1).

Figura 11

Entonces el problema consiste en tomar un &, > 0 arbitrario y con ello cons-
truir un ¢, > 0 que cumpla Vx si 0 < |x —2| <o, = |g(x) —4| <&,

Estimando |g(x) - 4| <&
o) =4 = | —4| =[x - (x +2)| =[x -2 |x +2| <& O
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Observe el problema anterior, y notard que nos gustaria tener algo como
|g(x) - 4| < M|x - 2| para poder construir a 8, = &,/M; para lograr esto, acotemos
al término |x + 2|. ¢Coémo?, restringiendo la movilidad de x en un intervalo centra-
do en 2 de radio 1;esto es, con x € (1,3) y x distinto de 2.

Tomando a las x en el intervalo x € (1,3) con x # 2,se cumple con 0 < |x — 2| <

9, =1 y también se tiene que |x + 2| serd menor que 5.
Entonces si x cumple 0 < |x —2| <0, =1, se tendra de (I), que |g(x) —4| <
&
5|x — 2| < &, de donde construimos a 9, = ?0 ¢Quién es el valor de ¢, buscado? Se
propone a §, = min{d,, 0, }; observe que siempre &, < 9,,9,.
Demostremos ahora que Vx si 0< |x - 2| <o = |g(x) - 4| < &,; para lograr

esto, tomemos un x, arbitrario que cumpla con 0 < |xo —2| <6, y deduzcamos

| e(x,)—4| < &
(i) Como 0<|x, —2| <&, =min{5,5,} se tiene que
0<|x, -2/ <& <1y0 <]y, -2 <4, sg—;: I, +2|<5y0 <|x, =2 <‘€—5°.
De las dos Gltimas desigualdades se tiene |x, +2||x, — 2| < 5(%‘) g,
Pero como | g(x,) — 4| = |x, + 2||x, — 2| concluimos que | g(x,) — 4| < &,.

De esta manera, como x, es arbitraria que cumple entonces que Vx con 0 <
|x - 2| < 0, = min{9d,,0,}, se concluye |g(x) - 4| <g,.

Luego, como &, > 0 es arbitrario, se cumplird que V& >0 3 5 >0 3 Vx que
cumple 0 < |x - 2| <o=> |g(x) - 4| < &, lo cual significa que l}g%g(x) =4.

Problema 2.1.4
x—2
x*—4

1
Demostrar que lim g(x) = 7 donde g(x) =

x—2

Solucion: (ver figura 6).

1
¢Qué significa que hrr21 g(x) = Z?
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Que Ve>038>05 0<x-2/<5= g(x)—% <& (definicién 2.1.1).

El problema es entonces, tomar un &, > 0 arbitrario y con esto construir un

) —~

9, >0 que cumpla con Vx siO<|x—2|<503 1

<&,

Estimemos la tGltima desigualdad.

x—=2 1|
-4 4

1 -2 1 1 1 |4—-x-2
g<x>—1‘= 3 - —‘—' x2_

_ox=2 1| ~

(x —2)(x +2) J‘|@+z> 47| M +2) |
|—x+2|_ 1]x+2 _ 1]x-2]
[4x+2)| 4 [x+2  4|x+2|

En (I) el problema nuevamente es acotar un factor, en este caso debemos aco-

tar mrestringiendo la movilidad de x (ver problema 2.1.3).
x

Notese que si x es tal que 0 < |x - 2| <1=9, (ver figura 12).

Figura 12

1 x 2 3

se tendra que la cantidad |x + 2|, no pasara de 5 y serd mas grande que 3, es decir

3< |x + 2| <5, de donde se tiene —| < —. Con este resultado, regresando a (I)

+
tendremos: |x
1| 1fx=2] 1]x-2|

X)—=| == <— 11

P() 4‘ g 7 3 W
P 1 o 1
Como se estd estimando a | g(x) ~7 < g, de (II), escribiremos |g(x) ~7 <

1 |x - 2|
- <g,.
4 3
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De donde |x - 2| <12¢, y escribimos J, = 12¢,. Entonces la 9, que puede fun-
cionar es 0, =min{d,,d,} = min{1,12¢,}.

Verifiquemos efectivamente que &, = min{l,12g,} cumple que

Vasi 0<|x—2[<6, = <&

-7

Para esto tomemos un x, arbitrario que cumpla con 0 < |x0 - 2| <6, y con-

1
cluyamos g(xo) ~7 <é&.
Como 0 < |x(, - 2| < 9, = min{1,12¢, },se tiene que 0 < |x0 - 2| <ly0< |x0 - 2| <
X, —2
12¢,,de la primera desigualdad se tiene 3 < |x0 + 2| <5 ydelasegunda % <¢&,,
1 1% -2
porlo tanto 7———=< — y ————< g,.
|, +2] 374 3
De estas dos tltimas desigualdades se tiene:
1]x ~2 1| _1lx -2
— < &, pero como |g(x,)——|= — or (II)), se concluye
4|x0+2| 0 P 8(xy) 4 4|xn+2| (por (II)) Y
1
‘g(xo) _Z <&.
L . . 1
Como x, es arbitrario, concluimos que Vx si 0 < |x - 2| <O = |glx)— 7 <&,

Ahora, como la g, tomada inicialmente también es arbitraria, se tiene que

Ve>03 6>0> Vx si O<|x—2|<5:> g(x)—% <¢&, de donde se concluye
li _d
que xlirzlg(x)_Z'

Nota

En muchos textos, este tipo de demostraciones termina al momento de hallar la &
asociada al & tomado inicialmente (arbitrario), ya que cuando se estima a la des-
igualdad |f(x) - l| < ¢&,lo que se esta construyendo es un camino que nos lleve de
0<|x—d| <& hasta | f(x) 1| <&.

111



INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

Problema 2.1.5

Demuestre que lin} f(x)=8 donde f(x)=x".

Solucién

¢Qué significa que hn} f(x)=28?
QueVe>036>0 3 Vx quecumplaO<|x—2|<§:> |f(x)—8|<g (de-
finicién 2.1.1).

Asi, el problema consiste en tomar un &, > 0 arbitrario y construir un g, >0
tal que cumpla Vx si 0 <|x—2| <o, = |f(x)—8| <&,

Estimemos |f(x) - 8| <&
|f(x) =8 =|x" =8 = [(x —=2)(* + 2x +4)| = [x = 2||x* + 25 +4| (D)

Si estas x son tales que 0 < |x - 2| <1 (figura 12), se tendra que |x2 +2x + 4| no
sera mayor que 19;regresando a (1) se tiene |f(x) - 8| = |x - 2| |x2 +2x + 4| < 19|x - 2|.
Como se esta suponiendo a |f(x) —8| < &, para poder construir un J,, se

. . &
tendrd que si 19|x —2| < &,, entonces |x - 2| < % =0, y con esto proponemos a

8, =min{5,8,} = min{1, 2\,
19
Asi, tenemos que para &, > 0 arbitraria, existe
9 >0 3 Vxsi O<|x—2|<5(J = |f(x)—8|<80,entonces
Ve>0 3 6>0 3 Vx si 0<|x—2|<5:>|f(x)—8|<8,porlo tanto lln}f(x):8

Nota

Se le deja al lector verificar que Vx si 0< |x —2| <o, = |f(x) —8| <g,, donde

J, = min 1,ﬁ .
19
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A continuacidn, se demostrara un resultado basico sobre los limites de funciones.

Figura 13

2
=

g(x) s x<a

(5) Para la funcién f(x)= W) s x>a

(figura 13), si x toma valores
proximos a a, con x > a tendremos que los valores f(x) estaran cerca de

I. Acercandose sistematicamente al nimero a por medio de la sucesion
1 o - o

{xn} =4qa+— con n €N, no es dificil observar que la sucesion de ima-
n

genes que se genera { f (x“ )}, se va aproximando al valor de .

Algo parecido ocurre si se toman valores de x, a la izquierda de a (x < a); acer-

candose al niimero a por la izquierda, los valores f(x) se aproximan a m.

¢Hacia donde se acerca f(x) cuando x toma valores cercanos al nimero a? Se

puede observar que las imagenes no van a ningtn lugar en especial. Se puede pen-

sar que f se acerca a “dos valores”, pero si se analiza esta funcidén por medio de la

definicién 2.1.1, se obtendrd que ni / ni m son limites de la funcién f cuando x se

acerca al nimero a.

Teorema 2.1.1

Silim f(x)=1=>1 es tnico.

xX—>a
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Demostracion
Supongamos que existe [' con y lgl} flx)y=1"

De la hipotesis se tiene que lxliral f(x)=1,lo cual significaque Ve >0 36 >0 >
Vax si 0< |x —a| <d=> |f(x)—l| < & (definicién 2.1.1).

Como se ha supuesto que EE}f(x) =1, se tendrd también que V& >0 3
§>05 Vx si 0<|x—d|<5= |f(x)-I]< & (definicion 2.1.1).

Para g, > 0 arbitrario, como £1£)Ial fl)y=1ly 1333 f(x)=1,se tendra que exis-

ten J,,9,, tales que:

(I) Vx siO<|x—a|<51:>|f(x)—l|<€0

(I) Vx si 0<|x —d| < &, = | f(x) -] <&,

Ahora tomemos un x, que cumpla con 0 < |x0 - a| <6, ycon0< |x', - a| <0,
Por (I) y (I) se tiene, respectivamente, que |f(x0) - l| <&y |f(x(,) - l'| <&,

Sumando las dos tltimas desigualdades y recordando que | f(x,)— l| = |l - f (xo)|

se obtendra:
26, >| flx) = | +[f(x,) = 1] = 1= fx)] + | f(x,) - 1]2
1= fla)+ flx) =] = |1 =1,

Esto significa que |l - l'| < 2¢, para un g, > 0 arbitrario lo cual significa que

I=1", es decir que el limite es tnico.

Otra forma de ver la prueba del teorema anterior es suponer que [ # ', de esta

_lr=1

forma se tendria que |l - l'| > 0, entonces para el valor de g, = T llegaria a te-

1 o . .
ner que 1< > lo cual es una contradiccidn; se deja al lector verificar esto.

114



LIMITES

g(x) si x<a

h(.x) si x>a (ﬁgura 14), notamos que

Para la grafica de la funciéon f(x) = {

si se dibuja un intervalo cualquiera centrado en 4, de radio ¢, existe x, que cumple
0< |x(, —a| < 0 pero |f(x(,)—m| > &,.

Figura 14

De este analisis geométrico obtenemos que

Elg(,>03V5>05|x030<|x0—a|<5:> |f(x0)—m|280,

esto nos dice que lim f(x) # m; observando la figura 13 preguntamos, ;para cual-
xX—>a

quier valor m se cumple lo anterior? La respuesta es si; también se nota que lim f(x)
xX—>a

no existe, asi tenemos la siguiente definicion.

DEFINICION 2.1.2

Diremos que lim f(x) no existe si Vr € R se tiene que
de>0 3 V>0 Ix > O<|x—a|<5 y|f(x)—r|28.
Problema 2.1.6

Demostrar que lirr% f(x) no existe cuando f(x)=—.
x> X
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Solucién

¢Queé significa que £1£13 f(x) no existe?

QueVreR 3 >0 3Vo>0 3x > O<|x—0|<5pero |f(x)—;6|2€0.

El problema consiste en que dado un r, arbitrario, se debe construir o propo-
ner un &, > 0 tal que para cualquier d > 0 exista X que diste menos a 0 que J y que
cumpla |f(x) —r0| >¢,.

Dividamos el problema en tres casos dependiendo de la naturaleza de r;:

@) % >0; @) r <0; @) r, =0 (ver figuras 17, 18, 19).
(1) Proponemos a g, =% para nuestra demostracién. Probaremos que

Vo6 >0 Jx con O<|x—0| < J pero |f(x)—ro| 28,
Observe que todos los nimeros que estan en el intervalo (ro — &l + 50) son

POSitivos.
Tomemos a ¢, > 0 arbitraria, y busquemos un x que cumpla con 0 < |x - O| <0,

y |f(x) —;g,| 2 g, (ver figura 15).

Figura 15

r,t+ €

1
0 Ty

o
fhte
1)
0
X

IS

T f®)

, o)
Six = —?O,CSte es un namero que cumple con 0 < |x - O| <9y |f(x) - ;{,| 2g,°

La respuesta es si.
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o)
Veamos que se cumple la primera desigualdad 0 < |x - O| = ‘—% - 0‘ = % <0,
1) 2 2
Ytambiénlasegunda|f(x) _’6| = ‘f(—?()j -1 :‘—go_ ’o =§O+ r > %: & .

Por lo tanto, como 9, es arbitrario, se tiene que Vo >0 Ix > 0< |x - 0| <o
y |f(x)_’6| 2 &.

Porlotanto Vr >0 3¢, >0 3 V6 >0 IFx,elcual cumple con 0 < |x - O| <o
y |f(x)—r| > g,
(1) Si tomamos a f, <0, proponemos a &, = —% y demostraremos que este

es el nimero buscado, es decir, verifiquemos que Vo >0 Jx 3 0< |x - 0| <0y
|f(x) - ’6| 2 &

Observe que todos los niimeros que estan en el intervalo (1() — &, +80)
son negativos. Tomemos entonces un &, > 0 arbitrario y encontremos el x tal que
0< |x —O| <o,y |f(x) —r0| > g, (figura 16).

Figura 16

Six = %,este es un nimero que cumple con 0 < |x - O| <0, y |f(x) - ro| > &,)°

Veamos.
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0<|x—0]=

- =

S _ol-%
2 2

b}
<4y |f(x)_’6|=‘f(?0J_'b = ‘2

3

o b
=2 -o=g,
) 2

Luego entonces, la x =— efectivamente cumple con 0 < |x - 0| <o,y

|f(x) - 7f)| 2 &.

Por lo tanto, como 50 es arbitraria concluimos que

V6>0 3x > 0<|x—0[<8 y|f(x)—n|= 4.

De donde se tiene que

Vr<03e>0 > V6>0 3x tal que 0<|x—0|< 8 y|f(x)-r]= &,

(i11) Si , = 0 (figura 17) proponemos a &, =1.
Entonces debemos probar que V6 >0 Jx 3 0< |x - O| <dy |f(x) - r0| 2s,.

Tomando a g, > 0 arbitrario, veamos que existe un x tal que 0 < |x - O| <9,

Yy |f(x) _’f>| 2 &)

Figura 17

2/6, |\
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1
(a) Sila g, 21, se tiene que existe x =7 la cual cumple con 0< |x —O| =

E—o‘: %<§0y|f(x)—0|= ‘f(%j—() = 2-0/=221=¢,

(b) Ahora, si &, <1 (figura 18) se tendra que existe x = &,/2, para la cual se

5 5 S 2
cump1e|x—o|=?O—o‘=?°<5oy|f(x)—o|=‘f(?“)—ozE—o‘z
2 2
—>Z=2>1=¢,.

5 1 “

Esto nos dice que para &, > 0 siempre encontraremos un x, el cual cumpla con

0<|x=0[ <8, y|fx)-0]>&.

Como 9, es arbitraria,se tendraque Vo >0 Jx 30< |x - 0| <d y|f(x) - O| >&.

Por lo tanto, la &, =1 es el valor buscado que nosdice 3 ¢ >0 > V>0 Ix >

0<|x=0]<dy|fx)-0]2e.

Resumiendo (i), (i1) y (ii1), se tendra que

VrieR 3 >0 5V5>0 3x 5 0<[x-0[<8 y|f(x)-0]>e.

Lo anterior nos dice, finalmente, que lim f(x) no existe.
x>0

Problema 2.1.7

Demostrar que hrr21 g(x) # 2 cuando g(x) =2x —1.

Solucién

Intuitivamente se tiene que lim g(x) = 3; el problema nos pide que se demuestre
x—2

formalmente que hrr21 g(x) # 2 (figura 18).
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Figura 18

¢Qué significa que hrr% glx)#2?
Significa que 3¢ >0 3 Vo >0 3Ix > 0<|x—2|<5 y|g(x)—2| 2e.

El problema entonces es demostrar la existencia de ese & > 0.

1
La figura 19 nos da la idea de proponer a & = >

Demostremos que Vo >0 Jx 3> 0< |x - 2| <dy |g(x) - 2| 2 &. Para esto to-
memos a ¢, > 0 arbitrario y busquemos un valor x; el cual cumpla con 0 < |x - 2| <d
y |g(x)—2|2€.

S, S

Proponemos a x =2+—, que al evaluarse en ¢, nos da g| 2+ > =

2(2 + 70} —1=3+4,, que es un nimero ubicado fuera del intervalo con extremos

(2—1/2,2+l/2).NotequeO<|x—2|= 2+%—2‘= %<5Oytambién|g(x)—2|=
g(2+§j—2 = 2(2+§j—1—2 = [4+6, -3 =1+, SE
2 2 2

. T 2
Esto nos dice que para nuestra §, > 0 arbitraria, existe un x =2+ ?0, para el

cual se cumpleO<|x—2|<é;)y|g(x)—2|2%=8.

120



LIMITES

Luego, como &, es arbitrario, tenemos que
V6>0 3x 5> 0<|x—2| <& y|elx)-2[>e.

Por lo tanto lim g(x) # 2.

x—2
EJER CICIOS

2.1.1 Sea f(x)=x’, para los siguientes valores de & encontrar los respectivos valo-
res de 0, tales que Vx con 0 <|x—3| <0=> |f(x)—27| <E.
T

1
(b) 3 (©) 20"

1
(a) E;
2.1.2 Demuestre que lim f(x) =a’ donde f(x)=x",VaeR.

o x*—4

x =2

2.1.4 Demuestre que {i_r}rgh(x) =0 cuando h(x) = xsenx (sugerencia: recuerde que
|senx| <1 Vx eR). '

2.1.3 Demuestre que hng g(x) =4 cuando g(x) =

x+1 s1 x<1

2.1.5 seaf(x)={1/2 S ox>1

(a) Demuestre que hn} fx)#2.

(b) Demuestre que lirrll f(x) no existe.
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Seccidén 2.2. Limites y sucesiones

En esta seccion se demostrard uno de los teoremas mas poderosos de la teoria de li-
mites, en donde las sucesiones constituyen un elemento que ayuda a encontrar re-

sultados de una manera mas rapida.

x2

si x<2

x i cuya grafica se muestra en la
Z 43 s1 o x>2
2

(1) Veamos la funcién g(x) =

figura 1.

Figura 1

Observe que lin}g(x) =4;y note también que la sucesion {xn} = {2 + %}
converge al nimero 2, es decir limx, = lim(2 + 1/n) =2.

Si evaluamos a la funcién en cada elemento de la sucesién tendremos:

579 101
{20, } = {5, %, X5, X0 Xggyeeey Xy e ) = {3,5,5,2 .5—0,...,2+%,...}

{g(x,)} = {g(x), 8(x2), &(x3), 8(%,)., @(x50), -, £(,)--- } =
9 17 25 33 401 N 1
1274768771007 2n""
Hemos encontrado una sucesion { g(xﬂ )}, en la cual observamos que si n cre-
ce, entonces ¢(x,) se aproxima al nimero 4. Podemos decir que la sucesion {g(xﬂ )}

converge a 4.
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No es dificil ver que si nos aproximamos de manera discreta, por medio de una
sucesion que converge a 2, se genera una sucesiéon de imagenes, la cual se aproxima
a 4. No perdamos de vista que nuestra funcién cumple £1£r21 g(x)=4.

Emitimos a continuacién dos proposiciones:

Primera: existen sucesiones que convergen a 2 y la sucesiéon de imagenes con-
verge a 4.

Segunda: afirmamos, de manera intuitiva, que dado que 132% g(x) =4, enton-
ces cualquier sucesién que converge a 2 genera una sucesion de imagenes que con-
verge a 4.

Ahora preguntamos: ;si tomamos una sucesiéon cualquiera {x,} que converja
al nimero 2, de tal manera que la sucesion de imagenes { g(xﬂ )} se acerque al na-

mero 4, esto nos dird que lim g(x) = 4?
x—2

-x st x<0
(2) Ahorasea f(x)= ) (figura 2).
x+1 s1 x<0

Figura 2

Para esta funcion se tiene que lim f(x) no existe y notamos también que po-
x—0
demos encontrar una sucesién que converja a cero, pero cuya sucesion de imagenes

no converja a ningin nimero.

Sea {x,} ={(-1)" / n} esta sucesidon converge a cero, {x,} ={—1

1 1

non+1

1
LR

[SSHEN

1
S

,...; (en caso de ser # un nimero impar).
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1 I 1n+2

5
37475 " n+17"

3
La sucesion de imagenes {f(x,)} = {1,5, } Notamos

. . . . 111 1
que los términos de n impar muestran cierto comportamiento 1,—,—,—,...,—,... lo
357 'n
cual conforma una sucesién que tiende al nimero cero. Los términos pares consti-
579 n+2

tuyen una sucesioén de nimeros —,—,—,—,...,——
2468 n+1

, que converge al 1 (numerador
impar, denominador par).

En términos generales, la sucesion {f(x,)} se dirige a dos nimeros diferen-
tes cuando # tiende a infinito, estos son 0 y 1. Por lo tanto la sucesion de imagenes
no converge.

Enunciemos el teorema central de esta seccion.

Teorema 2.2.1

lim f(x) =1< Vi{x,} con x, #a Vn conlimx, =a= lim f(x,) =1

X—>00 X—>0

Demostracién

(Demostremos primero en el sentido =) (figura 3).

Figura 3

124



LIMITES

¢Qué significa que V{x,} con x, #a Vn se cumpla limx, =a = lim f(x,) =1? Que
X—>0 X—>0

dada una sucesion {x,} arbitraria que cumpla con x, #a Vn y limx, =a se debe

n—>0
cumplir que 11330 flx,)=1.
De esta forma tomemos una sucesion arbitraria {x,} con x, #a Vn que sa-

tisfaga limx, = a y a partir de esto concluir que lim f(x,)=1.
n—>00 n—>®

¢Qué significa lim f(x,) =1?
Que Ve>0 3 NeR tal que VnZN:>|f(xn)—l| <e&.

El problema consiste entonces en que dada una &, > 0 arbitraria se debe en-
contrar o construir una N € R, para la cual se tenga que Vn 2 N = |f(xn) - l| <&,

Sea un &, >0 arbitrario, veamos qué nos dice nuestra hipétesis acerca de

lim f(x) =1:

lim f(x) =1 significa que

xX—>a

Ve>0 3 5>0 5 Vasi 0<|x—d<5= [flx)-1|<e.
En particular para nuestra &, se tiene que existe un
8 >0 5 Vasi 0<|x—d <5..(1)= | f(x)~1| < &...(D).

Asi también, para nuestra sucesiéon {x,} tomada inicialmente, se tiene que
Ve>0 INeR > Vn2N = 0<|x, —d <&

En particular para nuestra 6, > 0 existe N, € R tal que Vi 2 N, = |xﬂ - a| <0,

Observemos que los x con n > N, cumplen con la desigualdad (I) y esto im-
plica que |f(x”) — l| <§&,.

Como g, >0 es arbitrario, se concluye que

Ve>0 INeR > Va2 N= |f(xn)—l|<8, de esta manera se tendrd que
lim f(x,)=1.
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Ahora, como {x,} es arbitraria se concluye que

V{x,} conx, #a Vnylimx, =a= lim f(x,)=1.
n—»o0 n—»0
De esta manera se concluye la demostracion en el sentido =.
Ahora demostremos en el sentido <=. Hagamoslo por contradicciéon negando
que lim f(x)=1.
xX—>a

Supongamos que lim f(x) # [ ;Qué significa esto?

lim f(x) =1 significa que V& >0 36 >0 > Vi si 0<|x—a|<5:>|f(x)—l|<6

(definicion 2.1.1), de esta manera, lim f(x) # [ significa que 36 >0 > Vo >0 3Ix
con 0<|x—a| <oy |f(x)—l|2€.

Entonces estamos suponiendo que existe un nimero ¢ > 0, el cual cumple
que si tomamos una J arbitraria, se tendrd que existe un valor de x asociado a 0,

de tal manera que se cumplan 0 < |x - a| <dy |f(x) - l| 2 &. Observe lo siguiente:

Si 6, =1 entonces Jx; 3 O<|xl—a|<§1 =1 y|f(x1)—l|28

Sié‘z:%entonces Jx, 3 O<|x2—a|<52=% y | fx)-1|ze
Si 8, =5 entonces 3,3 0 <l —d <8, =5 v |fw) =12
Si §4=%entonces Ix, 3 0<|x4—a|<54=% y [flx)—l]ze
Si §”=%entonces Ix, 3 O<|x”—a|<5ﬂ=% y |fx)-1|2¢

(3) Notemos que para cada o, existe un x el cual si n es muy grande se tendra
que x, estard muy cerca de a, con esto podemos afirmar que se ha cons-
truido una sucesiéon que converge al punto a, con todos los x_distintos de
a,es decirx, #a Vny liillx,, =a.

e

(4) La sucesion {x,} generada anteriormente, cumple con la condicién

limx, = a, pero ;qué ocurre con la convergencia de la sucesién {f(x” )}?

n—»00

126



LIMITES

Siempre se tiene que la distancia entre los f (x,,) construidos y | es ma-
yor o igual a & > 0, esto significa que (figura 4) no existe ningun f(x,) en
el intervalo (l -& 1+ 8), es decir, la sucesion { f(x,)} no se aproxima a ;

concluimos entonces que lim f(x,) # [.
n—»00

Figura 4

En este intervalo no existe ningan f (x,)

(3) y (4) nos dicen que {X, } es una sucesién que cumple con x, #a Vnylimx, =a

n—»0
pero lim f(x,) # 1, lo que contradice nuestra hipotesis, la cual nos dice que V{x,}
n—»0
conx, #a Vnsilimx, =a= lim f(x,)=1.
n—»o0 n—»0

De esta manera, es falso suponer que lim f(x,) # [, por lo tanto, es verdadero
n—»00

que lim f(x) =1, quedando asi concluida la demostracion.
n—a

Problema 2.2.1
x> +2
x+3

Demuestre que lirrslh(x) # 2, donde h(x) =

Solucién

2

¢Qué significa que lim #27?

x5 x+3

Utilizando el teorema 2.2.1 significa que

Hx,} conx, #5 Vn y limx, =5 donde limh(xn) #2.

n—»0 n—»00
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De esta forma el problema es construir o proponer una sucesion {x,} con las

. , . ., 1
anteriores caracteristicas; proponemos la sucesion {x,} =<5+ —>.
n

1
Primero 5 + (—j #5 Vn,luego tenemos que limx, = lim(S +1/ n) =5yh-
n

nalmente
i xo+2 ., 5+1/nyY+2  25410/n+(1/ny +2

lim h(x,) = lim = lim = lim
== oo +3 wom 54+1/pn43  woe 8+(1/n)

2741 1 2
Iim 7+10/n+(1/n) :_7?&2’
n—»0 8 —+ (1 / n) 8
lo anterior nos dice que nuestra sucesién propuesta {x, } { } converge a 5,

+2

pero la sucesion de imigenes no converge a 2, por lo tanto lim > #2.

=5 x+3

Problema 2.2.2
x—2
-4

Demostrar que hm2 2g(x) no existe donde g(x) =

Solucién

¢Qué significa demostrar que lim g¢(x) no existe?
x—=>-2

Que VIeR Hx,} con x, # -2 Vn limx, =-2 donde lim g(x,) # I.

n—>00

Sea [, € R arbitrario y demostremos que existe {x,} con las propiedades an-
teriores.

1
Proponemos a {x,} = {—2 + —}, notemos que
n

x, #=2 Vnylimx, = im(-2+1/n)=-2.

n—»0 n—»00
Ahora sélo falta ver que se cumple lim g(x,) #1, .
n—>»9%0

-2 x, —2 ) 1

xn z n

Veamos que lim = lim = lim = lim =
! n—>0 g( ) n—o® xﬁ —4 n—>0 (x” — 2)(;)(” + 2) o x 2
, 1 , , . ,
im ——— = lim = lim n = © esto nos dice que lim g(x,) # .
n—»—0 —2 + 1 / n—+ 2 n—»—o 1 / n n—>—ow n—»—ow
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. 1 .
De esta manera la sucesion buscada es {x, } = {—2 + — ¢, cumpliéndose con esto
n

que Hx,} con x, # -2 Vnylimx, =-2 con lim g(x,) # [,.

n—»o0 n—»o

Por lo tanto, como [, es arbitrario se tiene que

VieR Hx,}conx, #2 Vnylimx, =-2 pero lim g(x,) # [, de esta forma se con-

n—»0

cluye que lim g(x) no existe.
n—>0

Problema 2.2.3

x+1 s1 x<1

i demostrar que lim f(x) no existe.
xoosiox> =1

Sea f(x)= {
Solucion
¢Qué significa demostrar que lirrll f(x) no existe? Que

VieR FHx,} con x, #1 Vn tal que limx, =1 pero lim f(x,) #1.

Tomemos un I, € R arbitrario y demostremos que existe {x,} con las propie-
dades anteriores. Ahora nuestro objetivo es construir o proponer a la sucesion {x, }.

Se observa que la sucesion {y,} ={1+1/n} convergeal con 1<1+1/n Vn
y la sucesion {Zn} = {1 -1/ n} converge tambiéna l con1>1-1/n Vn

Construimos entonces {x,} como

{xn} = {y1’zl’YZ’ZZ’Y}’Zf)’"")/n"zn"“'} :{x1,x2,x3,x4,...,xz,,_1,x2,,,...}

¢Qué ocurre con la convergencia de {f(xn )}?

{f(x)}= {f(Z),f(O),f(S/Z),f(U2),f(4/3),f(2/3)...
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{f(x)}= {2,1,3 /2,3/2,4/3,5/3,..,1 +%,2 —%}

Se puede ver que si n = o0, la sucesidn { f(x,)} se dirige por medio de unos
términos a 1,y por medio de otros términos a 2; de esta manera, lnlgl f(x,) #1,. Por
lo tanto {x,} es la sucesioén buscada.

Finalmente, como [, € R es arbitrario, se tiene que VI € R Ix,} conx, #1 Vn
y limx, =1pero li_r)r%f(xﬂ) # [ por lo tanto {i_rgf(x) no existe.

n—r0 n

Problema 2.2.4

1
Demostrar que lin&sen(—j no existe (figura 5).
x> X

Solucién

Figura 5

1,1

L0
0,9
08
07
0,6
05
04
03
02

01

0,0

0,1

0.2
03
04
05
0.6

07
0.8

0,9

10
11k

T . 1 .
¢Qué significa demostrar que limsen (—j no existe? Que VI e R Fx,} con
x—0 X

x, #0 Vn tal que limx, =0 pero lim f(x,) #[. De esta manera, tomemos un
n—»o0 n—»0
[, >0 arbitrario y demostremos que Fx,} con x, #0 Vn tal que limx, =0 pero
n—»0

lim f(x,) #1,.

n—»00
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¢Cdmo encontrar tal sucesién {x,}? Recordemos que senx =0 siempre que

x sea un multiplo de 7, o sea, x =0,£7,+27,... £ nzx,... con n € N de esta forma
1 ) 1 1 1

sen (— =0 siempre que — sea un multiplo de 7, es decir, — debe ser de la for-
x X

X
1

ma nzr con n € Z con n # 0. Entonces, ;como debe ser x? Puesto que — = nzr ob-
X

tenemos facilmente que x = —, pero para esto, # debe ser distinto de 0. Esto nos
ni

dice que sen (—j =0 siempre que x =— con #n # 0. Con lo anterior estamos en
X nw

condiciones de construir una sucesion {Zn} que converja en 0, esta sucesién es:
1 1 1 1

,Z =—,2, =—,..,2, =—,.... con n € N.
27 3z niw

sz . T
Ahora, sabemos también que sen x = 1 siempre que x =| — + 2n7x |con n € Z.

1 . . .
De esta manera sen (— = 1siempre que — = > + 2n7 con n € Z,obteniendo asi que
x X

v
(72[) + (2nr)

jaa cero:{yn} =<4y, =

x = con n € Z. Construyamos ahora una sucesion {y, } la cual conver-

1 1 1 1

Yo = Y3 = ooty =——,... con
.y T iarn ey T onn

2 2 2 2

neN.
Intercalemos los términos de las sucesiones {z, },{y,} y formemos la nueva su-
cesion que converja a 0:{x, } = {21, V1,225 V2,23 VareeerZns Vureee }-

Donde {x,} ={x,,%,,%35,X,,..0,X5,_1,%5,,..- }; s1 denotamos a f( x)—sen( j

preguntamos: ;qué puede decirse acerca de la convergencia de {f(x,)}? {f(x,)} =

{2, F (), f(22), F(12), f(2), f (1) S (20)5 S (1)}

Y B ot 1 g ¥ et 1 3 1 P

%+27r 2 2 van 37 %+67r
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1 1 1 1 1
{flx,)}= sen{ ,sen| ——— |,sen| — |,sen| ——— |,sen| —

£ o I b b N
d 2o 2 2y 37
2 2
1 1 1
sen 1 ,...,8€en 1 ,sen 1 yeen
%+67r nr %+2n7z

{flx,)}= {sen(ﬂ),sen (% + 27rj,sen(27r),sen (% + 47rj,sen(37r),

sen(%-ﬁ- 6ﬂj,...,sen(m7r),sen(%+ 2H7l'j,--~}

{f(x,)}={0,1,0,1,0,1...,0,1,...}

Los elementos de la sucesion { f(x,)} se van intercalando entre ceros y unos,y

de esta manera notamos que esta sucesion no converge, o sea, lim f(x,) # [,.
n—»0

Hemos encontrado una sucesion {xn} tal que Vn x, #0 y con limx, =0, de

n—»00

n—»o

tal forma que limsen (— # [,. Como inicialmente se escogi6 a I, € R arbitrario,
X,

n

1
concluimos que VIe R Fx,} con x, #0 y limx, =0 donde lim sen(—] #1,es

n—»0
xvx

L, 1 )
decir, limsen| — | no existe.
n—0 X

EJER CICIOS

x+1 s1 x<1

2218 = .
ca hx) {% siox>1

Demuestre que limh(x) no existe utilizando el teorema 2.2.1 (sugerencia, es-
x—1

time la sucesion {x,} = {1+ (=1)" / n}).
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x si xe@Q

2228 =
e £ {4 i wer

(a) Bosqueje la grafica de p(x).
(b) Demuestre que lin} p(x) # 1 utilizando el teorema 2.2.1.

1 s xe€@Q

2.2.3 Sea g(x) = {0 G xel’

Demuestre lim g(x) no existe Va € R.

x—a
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Seccion 2.3. Operaciones con limites

En esta seccion se estudiaran las propiedades del limite de una suma, producto o co-
ciente de funciones, entre otras. Estas operaciones se han manejado a nivel de reglas

en cursos basicos de cilculo en bachillerato.

(1) Sea f(x)=2x"—4x (figura 1).

Figura 1

(1) De una manera intuitiva, se observa que si x se aproxima al namero 3, la fun-
cidn fse acercara al namero 6, es decir, tendremos que lxlglg flx)= lgrg 2x* —4x = 6.

Notamos también que fpuede verse como la suma de dos funciones, ;qué fun-
ciones? f(x)= g(x)+h(x) donde g(x)=2x"y h(x) = —4x.

(2) Ahora, no es dificil ver que 132} a(x) = lxlirsl 2x* =18 y 1)(1331 h(x)=

Ilm—4x =-12.

x—3
Entonces lxliralf(x) = lxlirg(g(x) + h(x)) = %glgg(x) + lxiir;h(x), o sea, el limite
de la suma es igual a la suma de los limites.

1
Ahora, si h(x) _1 y m(x) = x>, tendremos que lirr(} h(x) = lirr&; no existe y
X x—> x—>

lxiirgxz = 0. :Existird lxlilg(h(x) + m(x))?Veamos que lxlil;)l (h (x) +m (x)) = £1_r)rg% + %7
no existe, ya que para una [ € R arbitraria la sucesién
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1 1 1 1 1
{—} > —#0 Vn, hm——O y hm[h )+ m(x, )] lim —+— —hm[n+ }
n n o 11 n—»w n—>o0 1 n—» 1/l

n
no existe.

¢Qué diferencia existe con el caso anterior del inciso (1)? En el caso anterior,
los limites de los sumandos si existen.
En el siguiente teorema se justifica el juicio emitido en (1) extrayendo las hi-

potesis de (2).

Teorema 2.3.1

Sean fy ¢ con li_r}if(x)zl y liing(x) =m=
lim(f(x)+g(x)) =1imf(x)+limg(x) =l+m

x—>a x—>a xX—>a

Demostracion

¢Qué significa demostrar que hm(f(x) + g(x)) =1+m?

Que Ve>0 35>0 > Va si 0<[x—a|<5= |(f(x)+ gx)) — (I +m) <&
(definicidén 2.1.1).

El problema es, entonces, tomar un &, > 0 arbitrario y construir un ¢, >0, el
cual cumpla que Vx si 0< |x - a| <o, = | )+ g(x )) - (l + m)| < &, ; partiendo

de esta Gltima desigualdad

() + g()) = (14 m)| =] f () + glac) =1 — | =
| fa) =1+ gla) = m| < | f(x) = 1] + | (o) = m]...(T) .

¢Qué nos dicen los supuestos? lim f(x) =1, lo cual equivale a decir que
Ve>0 38>0 > Vx si 0<|x—d| <= |f(x)—1| <& (definicion 2.1.1),

y lim g(x) =m, lo cual nos dice que Ve >0 36>0 > Vx si O<|x—a|<5:

|g(x) = m| < & (definicion 2.1.1).
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De esta forma, para nuestra g >0 tomada inicialmente, tendremos que
36, >0 > Vx si 0<|x—a|<5:>|f |<6‘(,ytamblen 36,>0 > Vx si
O<|x—a|<52 = |gx —m|<80.

Ahora, si tomamos a &, =min{d,,d,}, tendremos que Vx si 0<|x —d| <3, se
cumplird 0 < |x - a| <9 y 0< |x - a| <0, , implicindose respectivamente que se
cumplen | f(x) < &y | g(x m| < &,.Sumando estas dos Gltimas desigualdades

tenemos que |f(x) - l| + |g(x) - m| < 2g,, regresando a (I) concluimos que Vx si

0<|x—af <& = |(F(x)+ gx)) - (1+m)| < 2¢,.

Antes de continuar es necesario aclarar que:

La expresiéon lim f(x) =1 significa que f(x) estard cerca de [ siempre que x
esté cerca de a. Si en un problema se pide demostrar lim f(x) =1, empezamos dan-
do un g >0 arbitrario (pensamos en uno pequeﬁo)x;la s1 encontramos un g, >0
tal que Vx si 0< |x - a| <9 = |f(x) - l| < Mg, con M como constante,la &8, serd

- - 1
la solucioén al problema, ya que Mg, es pequena (piense que &, puede valer o

1 1

10100 ’ 1000010000 4
En la demostracién que se esta haciendo, tenemos que hemos encontrado un

o valores aun mas pequenos).

0, >0 tal que Vx si O<|x—a|<5 :> | x)+ g(x ))—(l+m)|< 2¢,, por lo tanto
la 8, buscadaes &, = 9, = min{d,,d,} . De esta manera, como &, >0 es arbitraria se
cumplird que Ve >0 36 >0 > Vx siO<|x—a|<5:> |(f(x)+g(x))—(l+m)|<
2¢ . Finalmente Um( f(x) + g(x)) =1+ m.

Problema 2.3.1

Utilice el teorema 2.3.1 para calcular l_im(f(x)+g(x)) donde f(x)= sen(x) y
)=+ |

Demostracion

Para utilizar el teorema anterior tenemos que ver que se cumplen las hipotesis.
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lim f(x)=limsenx =0 y lim g(x) = limx* = 7°, observamos que las funciones f

XD X XD X

y ¢ cumplen con las condiciones del teorema, de esta manera lim( f(x)+ g(x)) =
X

lim(sen(x) + xz) = lim sen(x) +limx® =0+ 72
XD X X

Problema 2.3.2

-2 2 _
Calcular lim( al + s 4}

=2\ P-4 x-2

Solucion
. x—2 Xt —4
i flx) =5 ¥ e =T
— 1 2 _
Se sabe que £1E}h=z (problema 2.1.4) y 13(132_24 =4 (ejercicio

2.1.3). Con lo anterior se cumplen las condiciones del teorema 2.3.1, por lo tanto

2 X4 - 2 _
lim[x—+x ):hmx 2 i, 7

=2 =4 x=2 =2 x7 =4 w2 x—2 4 4

Ahora, se sabe que limx® =9 donde x% podemos ver a esta funcién como

x—3

X = (x)(x), es decir 1}2333 = lklilg(x)(x) = lxlg(x)lxlgg(x) =9.

Intuitivamente se puede pensar que el limite del producto es igual al producto

de los limites, siempre y cuando existan estos. Formalicemos esta afirmacion.

Teorema 2.3.2

Sean fy g funciones tales que lim f(x) =1y limg(x)=m, con I,maeR =
lim ( f(x)g(x)) = lim f(x)lim g(x) = I

Demostracion

¢Qué significa demostrar hm(f(x)g(x)) =Im?QueVe>0 JF6>0 > Vxquecum-
ple 0< |x - a| <o=> |f(x)g(x) - lm| < &, mis generalmente |f(x)g(x) - lm| < Mg,

con M constante.
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Entonces el problema consiste en tomar un &, > 0 arbitrario y con esto cons-

truir un &, > 0, el cual cumpla que Vx si 0 < |x - a| <9, = |f(x)g(x) - lm| <Mesg,
con M constante.

Estimemos a

| f(x0)g(x) = Im| = f(x)g(x) = f(x)m+ f(x)m = lm| <
| £0)g(x) = F)m| +] f)m = Im| =] £(x)|] () = m| + [m]| f(x) 1.

De las hipotesis se tiene que:

() lim f(x)=1l,0sea,Ve>0 I5>0 > szi0<|x—a|<5:>|f(x)—l|<8

x—>a

(definicion 2.1.1).
(I) lim g(x) = m,0sea,Ve >0 36 >0 > Vxsil < |x —a| <o= |g(x) - m| <&

(definicion 2.1.1).

Asi, para nuestra &, > 0 tomada inicialmente, tenemos que:
36,>0 5> VasiO<|x—d <6 = |f(x)—1|<&...(11I)
30, >0 > Vxsi O<|x—a|<52 = |g(x)—m|<€0...(IV)

A la expresion (III) podemos escribirla como

|f)| =[] | f) -1 <& = | fx)| <& +]]...(V)

Luego, tomando J; = min{d,,d,} si x cumple con 0 < |x - a| < 6, implicamos,

por (V) y (IV) respectivamente, que |f(x)| <g + |l| y |g(x) - m| <é&,.

De esta manera,

Vasi0 <|x —a| < & = min{8, 8, } = | f(x)g(x) = Im| < | £ (x)|| () = ] +m|| f () — 1]

<(g + |l|)6‘0 + |m|£0 =(g + |l| + |m|)80 (observe que M =g, + |l| + |m|)

138



LIMITES

De esta manera tendremos que |f(x)g(x) - lm| < Mg, esto nos dice que la 9,
buscada es 9, = min{J,,d,}.

Como &, >0 es arbitraria, se tendrd que
Ve>0 30>0 3 Vxsi0< |x —a| <o=> |f(x)g(x)—lm| < Mg con M constante.

Por lo tanto, es cierto que im f(x)g(x) = Im

Problema 2.3.3

¢Quién es limxsenx?
x—0

Solucion

(figura 2)

Figura 2

fo

Utilizando el teorema 2.3.2,a la funciéon f(x) = xsenx podemos verla como

f(x)g(x) = xsenx donde f(x)=xy g(x) =senx.Luego,tenemos hrrol f(x) =1in3x =0
y ling a(x) = lin(} senx = 0.
Como existen los limites de ambas funciones, se implica que ling fx)g(x)=

hng f(x) lirr(} g(x) por lo tanto ling xsenx = (limx)(lim senx) =0.

x—=0 x—0

Se le sugiere al lector que demuestre que limc=¢ Va,c € R.

x—>a

¢Cuanto vale lxliral ¢ f(x) donde ¢ es una constante real y £1£1} f(x)=1? Obser-
ve que si f(x)=x"y ¢ =2y queremos calcular hn} 2x°, este resultado lo podemos

intuir facilmente.
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lin}2x3 =2(27) =54, donde sabemos que l_irr}lx3 =27. Se puede pensar que

lirr312f(x) = 21_irr31f(x) =2(27), es decir, im¢f(x) = cl.

Veamos el siguiente corolario.

Corolario 2.3.1

Silim f(x)=1= lim¢f(x)=¢c conceR.

xX—>a

x—a

Demostracién

¢Como demostramos que lim¢f(x) = d?
xX—a

De las hipdtesis, a la funcién ¢f(x) podemos verla como el producto de dos

funciones: la funcion f(x) y la funcién g(x) = ¢ (¢ es un funcién constante).

Ahora lim f(x) =1y lim g(x) = ¢, esto nos dice que las funciones fy ¢ cum-

plen con las condiciones del teorema 2.3.2, por lo tanto, el limite del producto es

el producto de los limites.

lim of (x) = lim g(x) f (x) = lim g(x)lim f (x) = ol

(3) Nosotros ya tenemos los siguientes resultados lim 962_24 =%
X2 X7 —
lim X 4, para este caso particular si llamamos f(x)=— te-
x—=2 XX — 2
} 1 » 1 x> —4
nemos que lim f(x) =— y también = donde notamos que
¥2 4 flx) x-=2

1 =
S0
1

Para la situacion anterior se tiene que lim f(x) =1y también lim =—.
x—2 x—>2 f(x) l

4.

lim
x—2

1
(4) Ahora hrr(}x =0y limx = — no existe.

x—=0 X
¢Existe algo que diferencie la situacion presentada en (3) con la presentada
en (4)? Podemos ver que la diferencia entre las situaciones (3) y (4) es que

en (3) lin% flx)=1#0yen (2) hn% f(x)=0,y precisamente al calcular el
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limite de la funcion 1/f(x) cuando x — 0 obtenemos un cero en el de-

nominador.

Lema 2.3.1
Silim f(x)=1 l#0=11 !

1 lim =/ con m— =-

x—>a X—>a f(x l
Demostracion
1 1

¢Queé significa que lim——=-?

= flx)
Que Ve>0 36>0 5> Va si 0<|x—d/<5=

Seo 1

< Mg con M constante.

< & (definicién

2.1.1), o mas generalmente

(x) 1

Veamos lo que nos dice este tltimo valor absoluto

| 1
| f(x)

| |i=fe _I-fe 1 1
= = = - —1l..(1
5= o

Como por hipdtesis liinf(x) =1#0 se tiene que V>0 36 >0 tal que
Vx si 0< |x - a| <o= |f(x) - l| < & donde esta Gltima desigualdad nos dice que
=G| <= f)| = [ F) —l| < = |- e <[ fx) |ysetendraﬁs|l|+g

siempre y cuando |l| — & se una cantidad positiva y distinta de cero, cosa que se pue-

de tener (;por qué?). De lo anterior se tienen dos situaciones:

a) Para nuestro $0>O 36, >0 > Vx sin O<|x—a|<51:>|f(x)—l|<8l,

36, >0 > sziO<|x—a|<52:>|f(x)—l|<gl:g

b) Para & = se tendra que

|l| _|f(x)| < |l —f(x)| = |f(X) - l| < % lo que se traduce en

N I 12
i > <|f)| = > <|f)| = o] <|l|'
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Ahora,si tomamos a 6, = min{d,, J, }, todas las x que cumplan con 0 < |x - a| <0,
cumplirdn con O<|x—a|<51 y O<|x—a|<5
De la primera desigualdad y de (a) se obtiene |f l| <&, y de la segunda

desigualdad y de (b) se obtiene ——— !
76l T |

Luego, conectado esto con lo obtenido en (I) se tendra:

1 1 1 1
|f<x>_7‘_|f(x>|m|f (-1l < |1| |,|

26‘0

Como ¢, esarbitraria se tiene que Ve >0 36 >0 3 Vxsi0< |x - a| <o=

1 1
< Mg (M constante), lo cual significa que lim =-.

e f)

f(x) l

Teorema 2.3.3
f(x)

Sean [y ¢ funciones donde lim f(x) =1y lim g(x) =m # 0, entonces lim ) =
X—>a xXx—>a X—>a g X
hmf( ) i

xX—a

hrng( )_E

x—a

Demostracién

l
Utilizando el teorema 2.3.2 y el lema 2.3.1, ;como demostramos que lim =—— S =—7

F). 0 glx)  m
Procedamos analizando lim~——~

x—a g( )
im0 i fo—— ().
x—a g(x) x—a g(x)

1
A la funcidon —— podemos llamarla h(x), en donde, por el lema 2.3.1, se tiene

4(x)
1 1
que limh(x) = limﬁ = — puesto que m # 0. Con esto, y regresando a (I), se tendra:
x—a x>a g(x m
lim% m f(x)——=lim f(x)h(x)=lm f(x)limh(x) = l[l) (por el teorema
xX—a g x xX—>a xX—a X—a xX—a m

2.3.2), quedando asi la demostracic')n del teorema.
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Problema 2.3.4

2x% +
Calcule limw
sor 3xT + 2

Solucién
Hagamos algunas asignaciones:
f(x)=2x" +senx y g(x)=3x"+2

Noétese que im f(x) = lim 2x” + senx = lim 2x” + lim senx...(I) (por el teore-

XD XD X

ma 2.3.1). Continuando con (I), lim 2x* + lim senx = 2lim x° 4+ lim senx = 2(7[)2 +0

(por el corolario 2.3.1), por lo tanto lim f(x) = 27°.
De la misma manera lim g(x) = im 3x” +2=1m3x” + lim 2...(II) (por el teo-

rema 2.3.1).

Continuando con (II), tenemos que lm3x’ + im2=3limx* + lim2 =

X0 X—0 X—>00 X—0

3(zmy +2 (por el corolario 2.3.1), por lo tanto lim g(x) = 37" + 2.

2
Ahora, lim 2x : e _ lim Sf(x
1 3x° +2 x> g(x)

y como lim g(x) # 0, esto nos dice que po-
XD

202 4 lim f(x)
demos utilizar el teorema 2.3.3, por lo tanto limw = lim fx) =22 =
xor o 3x7 42 —z g(x)  lim g(x)

27

3r2+2°

Los teoremas 2.3.1,2.3.2 y 2.3.3 fueron demostrados por criterio & — & con la
definicién 2.1.1, pero existen demostraciones alternas utilizando sucesiones.
Como un ejercicio, demostraremos el teorema 2.3.3 utilizando el teorema

2.2.1 de la seccion anterior.

Teorema 2.3.3

. , , . fx) lim f(x)
Sean fy ¢ funciones donde lim f(x)=lylim g(x)=m#0= lim——=2*——=
l x—a x—a x—a g(x) lxlirul g(x)

m
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Demostracién

xX—>a

En términos del teorema 2.2.1, ;qué significa que lim =E2 =
o0 glx)  limg(x)  m

f(x) lim f(x) ~ / ,

lim f(x,)
Que V{x,} conx, #a Vnylimx, =a=> 22— =—,
e llm g(xﬂ) m

De esta manera tomemos {x,,} arbitraria que cumplacon x, #a Vnylimx, =a
n—»o0

y probemos que 22— = —.

Progresivamente, como lim f(x) =1y lim g(x)=m, se tiene que V{x,} con
xX—>a x—>a

x,#a Vnylimx, =a= lim f(x,) =1y lim g(x,) = m, por lo tanto en particular

n—»o0 n—»o0

para nuestra {x,,} tomada al principio, se tendra que lim f(x,) =1y lim g(x,) =m # 0.
Ahora { f(x,)} vy {g(x,)} son sucesiones que convergen a [ y m respectivamen-

te, y como el limite del cociente de sucesiones es el cociente de los limites, con el

lim f(x,)
limite del denominador distinto de cero, se tiene que lim f(x,) = 2 =—
oo g(x,)  lmg(x,) m

lo que se queria demostrar.

Asi,como {x, } es arbitraria, se cumplird que V{x,} conx, #a Vnylimx, =a=

l l
limM = —, por lo tanto se cumple que limM =—.
n—n g(x”) m n—o0 g(xn) m

Las demostraciones de los teoremas 2.3.1 y 2.3.2 utilizando sucesiones, se le

sugieren al lector como ejercicio.

Problema 2.3.5

Sea g(x) < f(x) Vx conlim f(x)=1y lim g(x)=m= m <

Solucién

(figura 3)
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Figura 3

m

¢Qué significa demostrar que m < [? Significa que m —1 <00 0 <[ —m.Delos

supuestos tenemos lim f(x) =1y también lim g(x) = m, esto implica que
x—a x—a

(I)..Ve>0 35>0 > VasiOlx—d<d=|f(x)-1|<e.
(I)..Ve>0 36>0 > Vx siO|x—a|<é':>|g(x)—m|<8.

Ahora, si tomamos un &, > 0 arbitratio, tendremos por (I) que 36, >0 > Vx
si 0<|x—a|<51 :>|f(x)—l|<€0 y por (II), se tendrd que 3,>0 3 Vx si
O<|x—a|<52 :>|g(x)—m|<8(,.

A continuacién, fijemos un x, el cual cumpla con 0< |x0 - a| <o,y
0< |x[, - a| < 0,.Si lo anterior ocurre, tendremos por (I) y (II), respectivamente, que
|f(x(,)—l| <&y |g(x[,) —m| <Eg,.

Sesabe que f(x,)—1< |f(x(,) —l| < &...(M)ym— g(x,) S|g(x0) — m| <&...(IV).

De (III) se obtiene que f(x,) <&, +1 y de (IV) se tiene que m— &, < g(x,).
Luego, como por hipdtesis se tiene que g(x) < f(x) Vx,en particular se cumplird
m—=&, < g(x) < flx,) S g +1=>m—1<2¢g,.

La Gltima desigualdad nos dice que m —1 < 0. ;Por qué? Porque de no ocurrir

asi, tendria que pasar m —[ >0 y como hemos llegado a que m—1<2g, y la &, es

. ., L m— p
arbitraria, ésta puede tomar desde un principio el valor g, = e > 0 llegando asi
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-1 -1 1
atener m—[<2¢g, = 2mT = mT = 1< > lo cual es absurdo, por lo tanto, con-

cluimos que m —1<0.

Problema 2.3.6

Si h(x) < g(x) < f(x) Vxyse tiene limh(x) = lim f(x) == lim g(x) =1.

Solucién

Geométricamente la situacioén aparece en la figura 4.
¢Qué significa que lim g(x) =1?
Aplicando el problema 2.3.5 a la triple desigualdad limh(x) < lim g(x) <

lim f(x), después por hipétesis [ < lim g(x) </, lo que equivale a tener lim g(x) = 1.

xX—>a

Figura 4

-/

Problema 2.3.7

Sitim ™ — 1y b2 0= tim L)y
x—0 X x—0 X
Solucién

De la expresion que se concluye se tiene:
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g L) b fbx) S ()

(D)...lim ,s1 llamamos bx =y tendremos
=0 X b x—0 X x—=0 X

. tim 28 g L0
x>0 X x>0y

Ahora, se tiene que si x —> 0, entonces y = 0, por lo tanto de (II) tenemos

SO _ e JO)

(I1D)...b lim
x>0y y=0
De las hipotesis tenemos que hmM =1,lo cual equivale a hng J) =1,de
X =0y
esta manera concluimos que blim=——= S = bl, de donde finalmente, por (1), (II), (III)
=0y
y la Gltima igualdad, se tiene lim —— J(b) =bl.

x—0 X

Problema 2.3.8

Si lim f(x)=1=> lim|f(x)| =l

Demostracion

¢Qué significa que hin|f(x)| = |l|?
Que Ve>0 F6>0 > Vx si O<|x—a| <o= ||f(x)|—|l||<8 (definicién
2.1.1).

De esta manera, tomemos un g, > 0 arbitrario y construyamos un &, > 0, tal
que Vx si 0<|x—a|<é;) = ||f(x)|—|l||<€0.

Como lim f(x) =1, esto significa que
Ye>0 3 6>0 > ‘v’xsiO<|x—a|<5:>|f(x)—l|<8,

por lo tanto, para nuestro g tomado inicialmente se tendrd 36, >0 3 Vx si

0< |x - a| <o, = |f(x) - l| < &;ahora como siempre se tiene ||f(x)| - |l|| < |f(x) - l|,

entonces ||f(x)| - |l|| < &,,lo anterior nos dice que la §, buscada es 9, = 4,.
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Como &, >0 es arbitraria, se cumple que

e>0 3 6>0 > ‘v’xsi()<|x—a|<5:>||f(x)|—|l||<8,

F) =1l

de donde finalmente lim

X—a

EJERCICIOS

2.3.1 Si lim f(x)=1=> existe un intervalo donde la funcién es acotada.

2.3.28ilim f(x)=1>0=36>0 > Vasi 0<|x—d <5 = f(x)>0.

xX—>a

2.33Silim f(x)=1<0=35>0 > Vasi 0<|x—d <5 = f(x)<0.

x—>a

2.3.4 (a) Silim g(x)=0vy |h(x)| <M Vx (M es constante) = lin(} g(x)h(x) =0.

(b) A partir del inciso anterior argumente por qué

x—0 X

1
(1) limxsen[—jzo
1 s xe@Q
0 st xel

(i) limx* £(x) = 0 donde f(x) = {
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Seccion 2.4. Limites laterales

Los limites laterales nos dan mas elementos para decidir acerca de la existencia o no
del limite de una funcién en un punto. Su aplicacién mas inmediata, aparece cuan-
do las funciones a analizar son las llamadas “funciones llaves”, como la que se pre-

senta a continuacion.

X st x<1
1) Sea h(x)= f1 1).
(1) Sea hix) {—x—i—?} si le(lgura )
Figura 1

Se puede observar que no existe limh(x) (demuéstrelo por medio del teore-
x—1
ma 2.2.1), pero si nos acercamos a 1 por medio de valores x mas grandes que 1 (a la

derecha de 1), observamos que h(x) se aproxima a 2.

1 1
Tomemos los valores de la sucesién {x”} = {1 +1,1 +§’1 +§....,1 +—,...}.
n

n

sucesion de imagenes {h(x,, )} = {h(Z),h(%],h(%),h(gj,...,h(l + %),}

357 1
{h(xn)} = {l,z,g,z,..,Z ——,..} se ird aproximando a 2.
n

1 1
La sucesién {1 + —} tiende a 1 y la sucesion {h(l + lj} = {2 - —} tiende a 2.
n n n
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Un analisis analogo nos dice que si nos aproximamos por valores x a la izquier-
da de 1,la funcion h(x) se aproximara a 1.

De lo anterior concluimos que:

(a) lxlil} h(x) no existe.

(b) Sixseacercaal por el lado derecho (x > 1), entonces h(x) se aproximara
a2

(c) Sixseacercaal porellado izquierdo (x < 1), entonces hi(x) se aproximara
al; 133} h(x) no existe, pero existen “cierto tipo de limites” que dependen

de la manera en que x se aproxima a 1,yaseapor x >10 x <1.

Figura 2

(2) Im f(x)=1 significa que Ve>0 3T >0 > Vx si O<|x—a|<5:>
| fx)— l| < & (figura 2), pero si las x que estamos tomando, todas estan a la

derecha de a, se tendrd que 0 < |x - a| =x—a.

DEFINICION 2.4.1

Diremos que limite de f(x) es [, cuando x tiende a a por la derecha si
Ve>0 3 6>0 3 Vxsi O<x—a<do= |f(x)—l|<8,y lo denotaremos por

lim f(x)=1.
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Figura 3

¢Como podriamos definir el limite de f(x) es m cuando x tiende a a por la iz-

quierda? Tomando valores de x, todos menores que a, es decir, 0 < |x — a| —a—-x<0.

DEFINICION 2.4.2

Diremos que limite de f(x) es m, cuando x tiende a a por la izquierda si

Ve>0 3 6>0 > Vx si0<a—x<5:>|f(x)—m|<8,ylo denotaremos por

lim f(x)=m.

Observacion
Para la funcién f(x) = m (figura 3).

Antes de tener definidos los conceptos de limite por la derecha e izquierda,
simplemente deciamos lgl} flx)= {13}\/1—72 =0, pero ahora podemos decir con
mas precisiéon donde {151} flx)= )1(151 f(x).

La expresion 1121 f(x) no tiene sentido, ya que los x a la derecha de 1 no son

elementos del dominio de f.

Ejemplo 2.4.1

senx s x<0

vl s x>0 (figura 4), se pregunta:

De la grafica de la funcién g(x) = {
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Figura 4

x+1

NS

sen x

() éling 9g(x) existe?

(b);Cuanto valen lim g(x) y lim g(x)?
x—0"

x—=0"

A lo que se contesta:

() hrrol g(x) no existe.

(b)lim g(x)=limx+1=1y lim g(x)= limsenx =0.
x—>0"

x—0" x—0" =07

=1 g x<-1
Ahorasea f(x)=441—-x" si —1<x<1 (figura5).
x—=1 st x>1

Podemos obtener los resultados siguientes:

Figura 5
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lin11f(x)=0, lim f(x)=limx—1=0, lim f(x)=lim~1-x" =0.
x—> x—1* x—>1* x—1" x—1"
Concluimos entonces que hn}f(x) = lim f(x) = limf(x) =0, esto es, los
x> x—>1" x—=1"
limites laterales son iguales al limite de la funcién.
Asi también tenemos que limlf(x)zo, lim f(x)= lim V1-x* =0
x—— x—>-1* x—>-1"

y HI}}, f(x)= lirllr—x—l=0, de donde se observa h_gllf(x): lir7r11+f(x)=
lim f(x)=0.

x—>=1"
Si en general tenemos a una funcion f para la cual lim f(x) = lim f(x) =1.
¢Qué puede decir acerca de lim f(x)? Que lim f(x)=1.

Demostremos formalmente esta afirmacion.

Afirmacion 2.4.1

Silim f(x)=lm f(x)=1= lim f(x)=1.

x—a

Demostracion

¢Qué significa que hin flx)=1?

Que Ve>0 3 550 5 ¥ si 0<|x—d<d=|f(x)-1|<e& (definicion
2.1.1).

De esta manera, el problema es tomar un ¢, >0 arbitrario y con esto cons-
truir (proponer o dar evidencia de su existencia), un J, que cumpla que Vx si
0<|x—a <8 =|flx)-1|<&.

Partiendo de los supuestos se tiene que lim f(x) =1, lo cual significa que
Ve>0 3 >0 5 Vasi O<x—a<5:>|f(;;il|<5 (definicion 2.4.1).

Lo anterior nos dice que para nuestra &, > 0 tomada inicialmente, 36, >0 > Vx
si0<x—a<d = |flx)-1|<é,.

Asi mismo, como lim f(x)=1[ se tiene que Ve>0 3 6>0 > Vx si
0<a—x<o= |f(x) - l| J:;,' (definicidn 2.4.2),y en este caso también, para nues-

tra & >0 tomada inicialmente, 36, >0 3 Vxsi0<a—-x<0, = |f(x) - l| <&,
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Ahora, si tomamos a d; como la minima entre 9,,9,, es decir, 9, = min {@,52},

tendremos:

Vxsi0<x—a<9,..(I)= O<x—a<51:>|f(x)—l|<80y

VasiO<a—x<6,..(I)= 0<a-x<8,= |f(x)-1|<&,.

Notamos que en (I) x —a = |x - a| yen (II) a—x = |x - a|, esto nos lleva a te-
ner Vx si O<|x—a|<53 :>|f(x)—l|<£0.
;Quién es la &, buscada? &, = 8, = min{J,,9,}.

Luego, como la &, > 0 es arbitraria, se tendrd que Ve >0 3 6>0 > Vxsi
0 <|x—a| <o= |f(x)—l| < &, de donde se tiene 132}f(x) =1.

Note que en el reciproco de esta afirmacion no es cierto en general, ya que

lim f(x) =1 no garantiza que existan los limites laterales.
xX—>a

Afirmacion 2.4.2

Supongamos que lim f(x), im f(x) existen; si im f(x) =1, entonces lim f(x) =

lim f(x)=1.

Demostracién

¢Qué significa demostrar lljlﬂi flx)= }Ln} flx)y=1?
Significa que lim f(x)=I/ y lim f(x)=1[, demostraremos primero que
lim f(x)=1. o o
o ¢Qué significa demostrar lim f(x)=1?
Que Ve>0 3 6>0 3X;x que cumpla O<x—a<5:>|f(x)—l|<8.
Tomemos entonces un &, > 0 arbitrario y demostremos que 39, > 0, tal que
Vx que cumple 0 <x —a <9, :|f(x)—l| <&,

De las hipdtesis se tiene que lim f(x) =1, esto significa que Ve >0 3 &>

0 3 Vx que cumpla 0<|x—a|<5:>|f(x)—l|<8.
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En particular se tiene que para nuestra &, > 0 tomada inicialmente,36, >0 3 Vx
que cumple 0 < |x—a| <o = |f(x)—l| <é&,.

Ahora, como por hipotesis existen valores del dominio de fa la derecha de a
que cumplen 0 < |x - a| = x —a < 0, entonces |f(x) - l| <g,

Lo anterior nos dice que la 8, buscada es 8, = 0,,porlo tanto como &, > 0 es arbitra-
ria,se cumpleque Ve >0 3 0 >0 3> Vxquecumple0<x—-a< o = |f(x)—l| <eg,
lo cual es equivalente a escribir li_r)l} flx)=1.

La demostracion de que h;rr} f(x)=1 es andloga a la anterior.

De esta manera se concluxyea que lijl} fx)= lijl} flx)=1.

Con estas dos afirmaciones tenernios un cr;teario practico para decidir cuin-

do una funcidn tiene limite o no.

Ejemplo 2.4.2

¢En qué ntimeros existe el limite de la funcion fy en qué otros no?

3x—1 s1 x<1
flx)=4 4 st x=1
2x st x>1

Para esta funcién preguntamos:

<Existe 133} f(x) cuando a # 1?

Por ejemplo, si a es mayor a 1, tendremos lim f(x) = lim 2x = 2a. Asi también
X—a xX—ra

si a esta a la izquierda de 1(a < 1), tendremos lim f(x) = lim3x —1=3a—1.
Contestamos la pregunta inicial:
lim f(x) existe cuando a # 1. Ahora ;existe lirr11 f(x)?

xX—>a X

Calculemos sus limites laterales:

lim f(x)=1lm2x =2y lim f(x)=lm3x—-1=2.
x—o1" x—>1" x—>1"

x—1*
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Figura 6

Como los limites laterales existen y son iguales a 2, utilizando la afirmacién

2.4.1 concluimos que lin} flx)=2.

Problema 2.4.1

Silim f(x)=my lim f(x)=n con m#n = lim f(x) no existe.

xX—a x—a

Solucién

Probemos este problema procediendo por contradiccion.

Supongamos que 3, e R > l}g} flx)=1,.

Ahora, como por hipdtesis lg? flx)y }ani f(x) existen, se tienen, por la afir-
macién 4.2.2 anterior, que lljﬁ} flx)= }1513 f(x)=1,,1o cual nos dice que m = n, con-
tradiciendo la hipotesis m # n.

Por lo tanto, es falso suponer que 3, e R > lim f(x) =1, de esta forma, con-

xX—>a

cluimos que lim f(x) no existe.
xX—>a

Problema 2.4.2

1
Diga en qué valores de a existe lim g(x),y en qué valores no,donde g(x) =1 1
x
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Solucién

(Figura 7) No es dificil ver que si a <2 entonces lim g(x) =lim1=1, y también si

, , 11
a > 2 entonces lim g(x) = lim—=—.
x—a x—>a X a

Un valor singular se tiene cuando a = 2. Calculemos los limites laterales de ¢

cuando x se acerca a 2 por la derecha y por la izquierda:

[N o
finp o) =i =5 v fip )= i1 =1,

x—=2t X

Por el problema 2.4.1, tenemos que, como los limites laterales existen pero son

diferentes, se concluye que lim g(x) no existe.
x—>a

Figura 7

-

Observe las siguientes graficas de funciones:

1/ >0
a)Si f(x)= { * ST v (ﬁgura 8).
siox <
1
Notamos que hr(l)i fx)= hrﬁl— no existe y hm flx)= 11r£1 x*=0.
—0° x=0" X x—0"

1 1 1
a. Si g(x)=— notamos que lim g(x)=1m — y lim g(x)=lim — no
x>0 x—0" _x x>0 x=00 X

existen.

Preguntamos: ;existira el limite en O para las funciones anteriores? La respues-
ta es no.

Se sugiere al lector la demostracidn de la siguiente afirmacion.
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Figura 8

x2

b

Afirmacion 2.4.3

Si alguno de los limites laterales no existe para la funcién fen a = lim f(x) no existe.
xX—a

Los teoremas 2.2.1, 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3 y los problemas 2.3.5,2.3.6, 2.3.8, po-

seen una interpretaciéon de limites laterales.

Afirmacion 2.4.4

lim f(x) =1 V{x,} con x, >a y limx, =a= lim f(x,)=1.

n—»o0

Afirmacion 2.4.5

lim f(x) =1y lim g(x)=m, entonces

(@ Hmlf()+ g0l =1 +m.
(B) il f(x)g(x)] = ln.

x—a"

(€) Lm[f(x)/ g(x)]=1/m siempre que m # 0.

Afirmacién 2.4.6

Sea g(x)< f(x) Vx>a lm f(x)=1y lim g(x)=m= m<1.
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Afirmacion 2.4.7

h(x) < g(x) < f(x) Vx>a lim f(x)= limh(x)=1= lim g(x)=1.

x—a*

Afirmacion 2.4.8

£ =1

lim f(x)=1= lim

Se sugiere al lector como ejercicio escribir los enunciados de las cinco afirma-

ciones anteriores, pero en término de limites laterales por la izquierda.

Problema 2.4.3

sen x

Demostrar que lim =1.

x—0 X

Demostracion

Figura 9

(x from —=9.4 to 9.4)

4NN
5

Obtengamos informacién sobre nr , ver figura 10:
x >0 en radianes

La longitud de arco [ = x.

Area del triangulo ABD = A,

Area del sector circular ABD = A,
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Area del tridngulo ABC = A,

_ ABsenx  (l)senx senx

A, =
2 2 2
1 1 /—=\2 1 2 X
A, ==rl==|AB) Il==(1) ==
,=571=5(48) 1=5 (1 1=3
ABtanx (Dtanx tanx
Az: = =
’ 2 2 2
Figura 10
A
tang x
sen x
v
A B

senx

Notamos que A4, < A, < A;. Sustituyendo sus expresiones tenemos que <

X tanx senx

2 2 2cosx

Como senx,cosx,tanx >0 y x>0, la desigualdad (I) se transforma en

).

senx __ senx sen x sen x
senx < x < = <lycosx < ;estonosllevaatenercos x < <l=>
cosx X X X
sen x
cosx < <1l
X

Luego, como lim cosx =1y lim 1=1, estamos en las condicione para utilizar

x—>0" x—0"

senx
=1.

la afirmacién 2.4.7, por lo tanto lim
x—0" X

Hagamos ahora un analisis, considerando un arco [ negativo. Grafiquemos la

situacion (figura 11):
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Figura 11

sen x tang X

Longitud del arco [ = x

Area del tridzngulo EFH = C,
Area del sector circular EFH = C,
Area del tridngulo EFG = C,

_ EFsen x _ (I)senx _senx

! 2 2 2
1 1 2 X
C :—Zl::—l = —
s =5ri=5(1) x=3
B EF tan x _ (Dtanx _ tanx
o2 2 2

Luego, como x <0 = senx <0,tanx <0 y cosx > 0.

La relacion entre C,,C, y C; es C, > C, > C;, sustituyendo sus valores tene-

senx X _ tanx . senx
mos > E > 5 = senx > x > tanx; de aqui se tiene que <1 (ya que
. , senx |
x < 0) y también como x <0 y cosx >0 de la desigualdad x > tanx = se im-
cosx
. senx
plica que cosx £ ——<1.
X
Ahora, como se sabe lim cosx =1y lim 1 =1, estamos en condiciones de uti-
x—0" x—0"
lizar la afirmacién 2.4.7 en su variacién de limite por la izquierda, de donde con-
. , . senx
cluimos lim =1.
x—=0" X
.., senx . senx .
Se ha obtenido lim =1y lim =1, que son las condiciones de la
x—0" X x—0" X

senx
=1.

afirmacién 2.4.1, por lo tanto, se concluye que lim
x=>0 X
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Problema 2.4.4

5
Calcular lim 22>
x—0 X
Solucién
5 b
No es dificil visualizar que Y e parece a la forma M, de donde se puede
X
designar f(x)=senx con b=5.
El problema 2.3.7 nos dice que si lirr'}M == HH(}M =bl conb#0.
x—> X x> X
., f(x) ., senx .
Nosotros tenemos que hrr(} = hrr(} =1y b=5,porlo tanto conclui-
x> X X X
b 5 5
mos que lim J(b) = lm 22X o 5(1), finalmente lim XX s,
x>0 X x—0 X x—=>0 X
Problema 2.4.5
Calcular limﬂ.
x—0 X
Solucién

1=
Analicemos a la funcién ——= .

x
Observe que no podemos aplicar el teorema 2.3.3 (que habla sobre el limite del

lim1 —cosx
—cosx _ )

. . 1
cociente entre funciones), ya que no puede hacerse lim -
x>0 x limx

x—0

puesto que limx =0 y dicho teorema pide como condicién que el limite de la fun-
x—0

ci6n que parece en el denominador sea distinto de 0.

Procedamos de otra forma:

I1—cosx 1—cosx(1+cosx 1—cos’x sen’x senx  senx
X x 1+ cosx x(1+cosx) x(1+cosx) x 1+4+cosx
1 . ., senx
Observamos que en la Gltima expresién aparece la funcidon , de la cual
X
L , . senx
conocemos su limite cuando x tiende a 0, pero ;conocemos lim————7? Trate-

x>0 14 cosx

mos de calcularlo.
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limsenx
, senx 0
lim =0 = — =0, de acuerdo con el teorema 2.3.3.
014+ cosx liml+cosx 2
x=0
Ahora, regresando a nuestro problema inicial:
, l—=cosx | senx senx , senx (.,  senx ..
lim——— = lim —— = | lim lim———— |, el limite del pro-
=0 x =0 x  1+4cosx ¥0 x x>0 1+ cosx

ducto es el producto de los limites siempre que existan los limites de los factores,

de esta forma:

1_
lim—2* — (1)0) =0,

x—=0 X

Problema 2.4.6

. 1—cosx
Calcular im——
x—0 sen x

Solucién

Note nuevamente que no se puede utilizar el teorema 2.3.3, puesto que limsenx =0,
x—0

o 1—cosx
de esta forma escribimos a ———— como:
senx
1—cosx 1—cosx 1+ cosx 1—cos’x sen® x sen x
- - - - b
senx senx 14 cosx senx(l + cosx) senx(1 + cosx) 1+ cosx

, l—cosx , senx £1£I%S€nx 0
por lo tanto im————= lim == =—=0.

x>0 senx x>01+cosx liml+cosx 2

x—0

Problema 2.4.7

. sen3x
Calcular im———.
x=0 sen bx

Solucién

(No se puede aplicar el teorema 2.3.3).
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sen3x  x sen3x x sen3x

sen5x  xsenbx  senbx «x

1
X - (ver lema 2.3.1 y problema 2.3.7),

de aqui se tiene que lim
x>0 sen 5x

sen3x

y también lim = 3, por lo tanto

x—0 X

. sendx x sen3x ) X . [ sen3x 1
lim = lim = lim lim = —(3).
x>0genbx x>0 senbx x x=0\ senbx ) x>0 X 5

EJER CICIOS

2.4.1 Demuestre las afirmaciones 2.4.4,2.4.5,2.4.7,2.4.6,2.4.8 y su modalidad en
limite por la izquierda.

2.4.2 Por medio de los limites laterales diga si existe

lim f(x) con f(x)=

x—2

x+1 s1 x<2
3 s1 x2>2

, . x* st x<1
2.4.3 Demuestre que lim g(x) existe donde (x) = .
x> x s1 ox>1

2.4.4 Demuestre que lim f(x) = lim f(—x).
x—>0" x—0"

2.4.5 Calcule los siguientes limites:

Txo0 senx

. csc2x
b. im
x>0 cotx
cos(x + /2
i S +7/2)

x—0 X

P -8
2.4.6 Demuestre que lim al =12.

x=2 x —2
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III. Continuidad

En este capitulo se estudiara una de las propiedades mas importantes de una funcién
de variable real, la de ser continua. Primero se estudiard continuidad en un pun-
to (ndmero) y posteriormente en un intervalo. Sobre el concepto de continuidad
de una funcidn gira una gran cantidad de resultados del cilculo infinitesimal. En la
primera seccion se estudia lo que entenderemos por una funcién continua en un
punto, partiendo de nociones geométricas y concluyendo la continuidad en térmi-
nos de cuantificadores.

En la segunda se establecen resultados entre la continuidad de una funciéon y la
convergencia de sucesiones; asimismo, se prueba la continuidad de una funcién “sor-
prendente” en el conjunto de los niimeros irracionales entre 0 y 1, esto es, si dibuja-
mos de manera tradicional puntos de su grafica, se podria pensar que la funcién no
es continua en ningun punto donde esta definida, pero no es asi. Lo anterior ubica
la forma de proceder en el quehacer matematico: sujetarse a las definiciones y cons-
trucciones que se vayan realizando, siempre que haya consistencia.

En la pentltima seccidn se establecen resultados de suma, producto y cociente
entre funciones continuas, y también un resultado importante sobre la composicion
de funciones y continuidad. También se establece y prueba un resultado ttil en lo
tedrico y practico para el calculo de limites, que establece que cuando el limite de
una funcién compuesta puede calcularse encontrando la imagen del limite de una
de las funciones que intervienen en la composicion.

Por tltimo, se estudia la relacion entre la continuidad y los limites laterales, es-
tableciéndose los conceptos de continuidad por la izquierda y por la derecha, y se

define la continuidad de una funcién en un intervalo.
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Seccidén 3.1. Continuidad en un punto

+1 si *2
o S? o (figura 1),
1 st x=2

podemos decir, de una primera impresion, que f “pierde continuidad en

(1) Observando la grafica de la funcién f(x) ={

x:2”

Figura 1

x? st x<1

(2) Asi también, para la funcién g(x) = i (figura 2), se puede de-
2 st x>1

cir que ésta se “rompe cuando x =17,“pierde continuidad en x =17,

Figura 2
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Ademas, notamos que limg(x) no existe, pero limg(x) y lim g(x) s1 exis-
x—>1" x—=>1"

x—1

ten, respectivamente son 2 y 1.

Figura 3 Figura 4

(3) Parala funcion I(x) = al se tiene que no esta definida en x =2 (figu-

ra 3). En este caso observamos que la funcién posee un “rompimiento”.
(4) Ahora, sea h(x)=x" (figura 4), se sabe que limh(x) = limx* =4, donde
x—2 x—2
precisamente h(2) =4 . Notemos que para esta funcién no existe “rompi-

miento”’ en x =2.

De la situacion (1), tenemos que f “pierde continuidad” en x =2, que
lxlgrzlf(x)=3 y f(2)=1,0 sea, £133f(x)¢f(2)

De la situacion (2), tenemos que ¢ “pierde continuidad” en x =1, que lirr}g(x)
no existey f(1)=1.

De la situacion (3), tenemos que la funcion [ “pierde continuidad” en x =2,
que ?E%l(x) =4y 1(2) no existe.

De la situacion (4), tenemos que la funcién h no pierde continuidad en x =2
y que lgr;h(x) = h(2).

De estas conjeturas, parece que una funcién p,(x) pierde continuidad en x =a

si lim p, (x) £ p (a) (figura 5), y la funcién p,(x) no pierde continuidad cuando

lim p, (x) =p, (a) (figura 6).
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Figura 5 Figura 6

P2(a)

Finalmente, la funcién Il(x) =
2¢Dl.

De este anilisis puede decirse que una funcion fpierde continuidad en x =a si:

pierde continuidad en x =2, donde

(i) lim f (x) o f (a) no existen; a es un namero tal que para cualquier in-
tervalo abierto I(a) centrado en a siempre se tendra que I(a) NDf #¢
(ver figuras 2 y 3).

(i) Existen ambos hmf(x) y f(a),y se tiene limf(x) # f(a) (ver figura 1).

No se pierde continuidad en x =a cuando limf(x) = f(a).

x—>a

DEFINICION 3.1.1

Se dice que fes continua en 4 si limf(x) = f(a).

xX—>a

Ahora, con la definicidn de funcién continua en un nimero se puede decir que:

(a) En la situaciéon (1), como limf(x) = lin}(x + 1) =3y f(2)=1,se tiene

x—2

11n}f(x) # f(2), y por tanto fno es continua en 2.
(b) Como lin}g(x) no existe, ¢ no es continua en 1.

(c) La funcién h(x)=x" es continua en 2, puesto que llrr}f(x) = limx® =

4= £(2) : 7

(d) Para la funciéon I(x) = X
x —

tenemos 131’1’;[(36) = lim

=4 (ejercicio
- X2 X —

2.1.3), pero f(2) no existe ya que 2 ¢ DI, por lo tanto [ no es continua en 2.
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Ejemplo 3.1.1

1.
— st x#0 ., .
s flx)=1x es una funcién continua en cero? (figura 7).
2 51 x=0
Figura. 7 Figura. 8
2 »

La respuesta es no, ya que hngf(x) no existe.
Problema 3.1.1

siox#2 .
¢Es f continua en 2?

x
Sea f(x)=42
0 s1 x=2

Solucién

La situacidn grafica aparece en la figura 8. Se nos esta preguntando si f es continua o

no en 2, para contestar esto, debemos ver qué relacion existe entre lim f (x) y f(2).
x—2
Primero lim f (x) = limx® =4,y segundo, se tiene que f(2) =0, de esta ma-
x—2 x—2

nera se tiene que lim f (x) #= f (2), y en estas condiciones contestamos negativa-
x—2

mente a la pregunta inicial: la funcién f no es continua en 2.
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Figura 9 Figura 10
| A
4 | ; |
i Y
Problema 3.1.2
-2
TS s ox#2, 2
x =4
1
Sea g(x)= 1 si x =2
3 s x=-2

(a) ¢Es g continua en 2?

(b) :Es ¢ continua en -2?

Solucién:

La situacion grafica aparece en la figura 10.

(a) Para contestar, necesitamos saber qué relacién existe entre lim g(x) y ¢(2).
x—>2

, L, x=2
Sabemos que yilgg(x) = &13362—_

1
=1 (problema 2.1.4), y también sa-

1
bemos ¢(2) = 7 esto nos dice que lin}g(x) = g(Z), y de acuerdo con la

definicién 3.1.1, concluimos que g es continua en 2.
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(b) Como en el inciso anterior, necesitamos saber qué relacién guardan

1irr17g(x) y ¢(=2), para poder contestar.

, , x—=2
Sabemos que }Lrgg(x) = }Lrg oo

sabemos que ¢(-2)=3.

no existe (problema 2.2.2), y también
De esta manera g no es continua en -2.

Problema 3.1.3

sen(l/x) si x#0

Sea h(x)= 1/ S x=0

¢h es continua en 0? (figura 11).

Solucién

Figura 11

2 0 0% 06 04 o 2 [od o6 o8 T 12 14 16 s 2 22 24 26 28 3 32

Nuevamente, para poder contestar necesitamos saber qué relacion existe entre

1 1
limh(x) y h(0). Se sabe que limh(x) = limsen— no existe y h(0)=—.
x—0 x—>0 X 2

x—=0

Esto nos dice que h(x) no es continua en 0.

Hasta el momento se han visto casos de funciones continuas o discontinuas
en un numero, para las cuales se tenia informacion acerca de sus limites. La defini-
ci6n de continuidad nos dice que fes continua en a si hinf(x) = f(a) y la hemos

X a
utilizado porque conocemos acerca de liin f (x), es decir, sabemos si existe 0 no,y
X a
con esto, lo tnico que hacemos es comparar con f(a) para decidir si es continua

o no en el niimero a.
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Ahora preguntese, ses continua la funcién f(x) = Jx en el numero 4? Para

que fsea continua en 4 se debe cumplir que hn}f(x) = f(4) .

Intuitivamente tenemos {1£I}f(x) = {12}\/_ =2 ysabemos que f(4)= N 2,
y concluimos que fes continua en 4.

Es claro que la funcién fes continua en 4 y,atin mas, es continua para todos los
elementos de su dominio, esto se demostrara utilizando la definicién con los cuan-

tificadores &,3, esto es, se probard que lin}f(x) = f(4), observando que
Ve>03 6>0 5 Vasi 0<|x—4|<o=[f(x)- f(4) <&

Cuando se vio hmf(x) =/ para alguna funcién fy un nimero a, nuestro in-
terés estaba enfocado éﬁ“ observar el comportamiento de la funcién cuando x estaba
cerca de a,y no era necesario que la funcioén estuviera definida en a; en el caso de
la continuidad en a, es una condicidon fundamental que la funcién esté definida en
el punto de analisis. De esta forma la desigualdad 0 < |x - 4| < J puede ser ligera-
mente cambiada por |x - 4| <J.

Observe que la técnica para demostrar este problema es la misma que la vis-
ta con los problemas 2.1.2,2.1.3,2.1.4 y 2.1.5. En el problema 3.1.6 se demostrara
que f(x)= Jx es continua para cualquier nmero a > 0.

Ahora preguntemos, ;qué significa, en términos de cuantificadores, que

limf(x) = f(a) , para alguna funcién fen un punto a? (figura 12).

Figura 12

‘1 f@)
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Significa que Ve >0 3 6>0 > Vx si |x—a|<5:>|f(x)—f(a)|<8.

Asi también, viendo la grifica de otra funcién f (figura 13),la cual no es conti-
nuaena,tendremosque 3 £€>0 3 Vo >0 3 x > |x—a| <0y |f(x)—f(a)| >¢.

Figura 13

-+ f@)

DEFINICION 3.1.2:

Decimos que fes continua en a si 'y sélo si Ve >0 36 >0 3 Vx que cumplen

lx—d <6 =|f(x)- fla)<e.

Problema 3.1.4
SN
xsen— si x#0 .
Demostrar que f(x) X es continua en O (figura 14).
0 st x=0

Solucién

¢Qué significa que fsea continua en 07?

Por la definicién 3.1.2, significa que

Ve>0 3 6>0 5 Vxsi|x—0|<5=]|f(x)—- f(0)<e.
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Figura 14

(x from —0.2 to 0.2)
X
0.0 0 0.15

De esta manera, el problema es tomar un &, >0 arbitrario vy, con esto, cons-
truir o proponer un ¢, >0 que cumpla Vx con |x - O| <o, = |f(x) - f(0)| <é&,.
Estimando la Gltima desigualdad | flx)—f (O)| <&

1 1 1
|f(x) - f(0)| = xzsen——O‘ = |x’sen—| = x [sen—|...(I)
X x X
Recordemos que |sen a| <1 para cualquier a, en particular cuando a = —, por
1 X
lo tanto [sen—| < 1;regresando a (I) se tendra |f(x) - f(O)| = |x2| sen—| < |x2|1 < |x2|,
X X

ahora si tomamos |x2| = |x|2 <g = |x| < \/;0 y con esto proponemos a d, = \/ST,
Ahora verifiquemos que Vx con |x - 0| <o, = |f(x) - f(0)| <&,
Primeramente, tomemos x, # 0 arbitrario que cumpla |x0 - O| < 9, y conclu-
yamos que |f(x0)— f(0)| <g,.

Como |x0 —O|<§0 = |x(,|< £ = |9€0|2 <g = |x§|<80 = |x§|1<80,pero

como | f(x,) = f(0)| =

S|x§|l.

o1 o1 > 1
xisen— — 0| = |x;sen—| = |x;||sen—

0 0 0
Xy Xo Xy

Se concluye que |f(x0) - f(0)| <E,.

En caso de que x, =0, el hecho de que |x0 —O| <o, = |f(x0) —f(0)| <& es
obvio, puesto que |O—O| =0<9, vy |f(0) —f(0)| =0<g,.

Como x, es arbitrario, se concluye que Vx si |x—0|<§0= & =

| flx)=f (O)| < &,, verificando asi que la J, buscada es efectivamente, &, = \/g .
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Finalmente,como &, > 0 esarbitraria,se cumpliri que Ve >0 3 6 >0 > Vx
si |x - O| <o= |f(x) - f(0)| < & .Porlo tanto fes continua en 0.

Problema 3.1.5

Demostrar que f(x) = \/; es continua en a, para cualquier a = 0.

Solucién

(Figura 15)

¢Qué significa que fsea continua para cualquier a > 0? Que si tomamos un
a, 2 0 arbitrario fes continua en q, .

Supongamos primero que 4, >0 (ver figura 15). Ahora, ;qué significa que f
es continua en 4, ?

Que Ve>0 3 >0 > Vx si |x—a|<5:>|f fao)| £ (definicién
3.1.2).

Figural5

-1 fla)b--m-mmmmme s

Para demostrar esto, tomemos un &, > 0 arbitrario y construyamos o propon-

gamos un ¢, >0 que cumpla Vx si |x —a(,| <o, = |f(x) —f(@))| <Eg, .

Procedamos estimando |f (x)— f(a0)| <&, : estoes |f(x) - f(a0)| = ‘\/; - \/ﬂ

N S
_(\/_ \/I)\/;+\/7‘ ‘\/;+\/_‘ \/;+\/7
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Como g, >0, siempre podemos escoger valores x >0 para tener la exposi-
cién en (I), tomandolos en un intervalos de radio 6, =4, centrado en a,, (O,Zao)
(figura 16).

Ahora \/g <Jx + \/Z nos dice que

! < 1 regresando a (I), ten
Vx+ia, o
[ —a
dremos | f(x) = f(a,)| < ...(I0).
| | \V

|l —a,| _
——— < &,, construimos a 0, = &,4/4, -

N

Verifiquemos que 9, =min{§1,52} cumple, efectivamente, que Vx si

= a| <8 = [f(x) = fla)| <&

Para esto, tomemos x, arbitrario que cumpla |x0 - a()| < 0y, con esto tenemos que

Si tomamos

si |x0 - a0| < 9, =005 |x0 - a0| < 0, = 0,,entonces siempre se tiene |x0 - an| < §A/ay,
¥ —a
vV

manera,como x, es arbitrario, concluimos que Vx st |x - a0| <o, = | flx)= f(a, )| <&,

de donde concluimos < &,luego por (II) se tiene |f(x0) - f(a, )| < &,,de esta

Luego, como &, >0 es arbitraria, se cumplird que
Ve>0 3 6>0 > Vxsi |x—a|<5:> |f(x)—f(a0)|<8,porlo tanto f es con-
tinua en 4,, y como 4, es arbitraria, se cumple, finalmente, que f es continua en a
para cualquier a > 0.

Sélo falta demostrar que fes continua en a = 0.

¢Qué significa que fsea continua en 07?

Que Ve>0 3 6>0 5 Vasi [x—0|<5=|f(x)= f(0)| <& (definicion
3.1.2). Para ver esto, tomemos &, > 0 arbitrario y construyamos un ¢, > 0 que cum-
pla Vx si|x—0[ <5 = f(x)— f(0)| <&,

Procedamos estimando | fx)— f (0)| < &:

| |—‘\/_ \f‘ ‘f‘ .(ITT). Tomando a \/;<€0, tendremos

|x| =x <&,y de esta manera construimos a §, = &;.

Verifiquemos que &, cumple efectivamente que Vx si |x —O| <o, =
£ (%)= £(0) < &

Para ver esto, tomemos un X, arbitrario que cumpla |x0 —O| =|x0| <0,

\/x_o‘ xo <&, y por (II) se

de esta manera se tiene que |x0|<€0
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concluye |f(x0) - f(0)| < &,,de esta manera, como x, es arbitraria, se concluye Vx
si v —0| <8, = | f(x)- f(0) <&,

Luego, como &, >0 es arbitraria, se cumplird que 3 6>0 3 Vx si
|x - O| <d= |f(x) - f(0)| < &, por tanto fes continua en 0. Finalmente f es conti-

nua para cualquier a > 0.

Problema 3.1.6

3

Sea g(x)=4/x

(a) Demuestre que ¢ es continua en a, Va>0.
(b) Demuestre que ¢ es continua en 0.

(c) Demuestre que ¢ es continua en a, Va<0.

Demostracion (a)

¢Queé significa que ¢ es continua en a, Va > 0?

Que si tomamos 4, >0 arbitrario, entonces ¢ es continua en 4.

¢Queé significa que ¢ sea continua en 4, ?

Que Ve>0 3 >0 5 Vx si v —q|<5 = |glx)— ¢(a,)| <& (definicion
3.1.2).

De esta manera, el problema es tomar un &, >0 arbitrario, y con esto cons-

truir o proponer un g, > 0, el cual cumpla Vx si |x - @,| <o = |g(x) - g(a(])| <g.

Estimando |g(x) - g(a())| < g, se tiene

Vx = fa|= [ =] 0.

|a(x) = g(a,)| =

Se sabe que @’ —b’ =(a—b)(a* +ab+b*),si tomamosa a=x"" y b=4a ten-

dremos (xvs )3 _(a:)/a )3 _ (x1/3 _aé/s) ((xm )2 +x1/3a(1)/3 +(a8/3 )2) N
1/3 _ X~ d

3
—a,
0 2/3 2/3 1/3 1/3
X +a0/ +x/a0/

1/

1/3 1/3) ( 2/3 1/3 1/3 2/3

x—a0=(x —a, X7+ x ") +a ):>x
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|x1/3_a(1)/3|: |x_a0|
|x2/3 +a§/3 +x1/3a(1)/3|
por tanto

|g(x)—g(a{))| - | 2/3 |x2/;a0| 1/3 1/3| - (D).

X7 +a T +xa,

Ahora, como a, > 0, si restringimos la movilidad de x al intervalo (O, 2a0) (fi-

gura 16).

Figura 16

0,=a,>0

para los x en el intervalo anterior se tendri que la cantidad x"° y 4/ son siempre
POSitivos.

De esta forma x°° +4” + x%a)? >0 y claramente @ <x*” + " +x"a)”
L, 1 1
implicandose que PN < F

Regresando a (II) tendremos que se cumple

X —a, X —a,
|g(x)_g(a0)| = |x2/3 +|a§/3 +|x1/3a(1j/3| = e +|a§/3 +L1/3aé/3

|g(x) = g(a,)| < @ <&,..(II).
a

0

Entonces construimos &, = &4 y proponemos a é},zmin{é},é‘z}z

min{ao,go 2/3}.
Verifiquemos que 8, cumple con Vx si |x - a0| <9, = |g(x) - g(a0)| <g,.

Tomemos un x, arbitrario que cumpla
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|xo _ao| <6, = min{ao,g(,af,/"’} = |xo _ao| <o <ga’ =

(1) |g(x,) — g(a,)| < &

De esta manera, como x, es arbitraria, se cumple que Vx si |x - a(,| <o, =

v —a|
2/3
)

<¢g, luego por

|g(x) — g(a, )| < &; por lo tanto, , = min {ao,goag“} es el valor buscado.

Luego, como &, > 0 es arbitrario, se cumple
Ve>0 3 >0 > Vxsi |x—ao|<5:> |g(x)—g(a0)|<6,

de donde concluimos que ¢ es continua en a, > 0 arbitrario y, precisamente por ar-

bitrariedad de 4, se concluye que ¢ es continua en a Va > 0.

Demonstracion (b)

¢Qué significa que ¢ sea continua en 0?

Que Ve>0 3 >0 3 Vx si |x —O| <o=> |g(x) —g(0)| < & (definicién
3.1.2).

De esta manera, tomemos &, > 0 arbitrario y construyamos o propongamos un
9, >0 que cumpla Vx si |x —O| = |x| <o = |g(x) - g(0)| <ég.

Procediendo con la estimacion de |g(x) - g(0)| < &, se tiene que

3 -30) -

Q/Z‘ =[x"]...av).

| a(x) = g(0)] =

3
1/3| <& = |x| < & y con esto to-

Para construir la 8, hacemos |x” ’ | <g = |x
mamos a &, = &, .

Verifique el lector que Vx si |x — O| <o = |g(x) - g(0)| <&,

Nosotros de aqui, concluimos ya, que para la & > 0 tomada inicialmente exis-
te una ¢, = &, tal que Vx si |x —O| <o, = |g(x) —g(0)| <ég,.

Regresando a nuestro problema, como &, > 0 es arbitrario, entonces se cum-
pleVe>03 6>0 > Vxsi |x—0| <o=> |g(x)—g(0)| < ¢&,porlo tanto g es con-

tinua en 0.

179



INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

Demostracion (c)

Se deja al lector como ejercicio.

Sugerencia: la demostracion es analoga a la del inciso (a).
EJER CICIOS

3.1.1 Pruebe que f(x) =+/x—1 es continua en 1.
3.1.2 Pruebe f(x) =x" —9 es continua en -3.

X .
3.1.3 Pruebe que f(x)=42 Sox#2 no es continua en 2 utilizando la definicién
0 si x=2
con cuantificadores &,0.
+1 si x#2
3.1.4 Pruebe que f(x)= {xl S% ~ 5 € continua en todos los reales excepto
siox =

en 2.
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Seccion 3.2. Continuidad y sucesiones

En la seccidn anterior, para decidir si f era continua o no en a, se compard liin f (x)
¥

con f(a);asimismo, se hicieron pruebas con cuantificadores. En la presente seccion
se utilizara un criterio discreto para saber acerca de la continuidad de la funcién fen
el punto a, esto es, se hard uso de algunos resultados sobre sucesiones.

En términos de cuantificadores se tiene que f es continua en a si
Ve>0 3 6>0 5 Vasilx—d<d= |f(x)- fla)<e.

Esto significa que para un &, >0 arbitrario se construye un g, >0 que cum-
ple con Vx si |x - a| <9, = |f(x) - f(a)| < &,y se concluye que fes continua en a.

Asi también, la importancia del comportamiento de liLn f (x) es basica para
decidir si la funcidn fes continua en a,y por lo tanto debemos echar mano de toda
la informacién sobre limites a nuestra disposicion.

Ahora preguntamos, ;qué mas sabemos acerca de lim f (x)?

x—a

Tenemos el teorema 2.2.1, el cual nos dice que limf(x) =151y solo si V{xn}

xX—a

con x, #a Vn conlimx, =a= limf(xn)zl.

n—»0 n—o0

Sien el teorema mencionado ocurre que la funcidn fes continua en 4, se ten-

dra que limf(x) = f(a), es decir, tendra [ = f(a) y se puede sustituir en el teore-

ma a [ por f(a), esto es: hmf(x) = f(a) sy solo st

‘v’{xﬂ} conx, #a Vn conlimx, =a= hmf(x”) = f(a).
n—»0 n—>»0
Para este caso particular en que fes continua en a, ;serd necesaria la condicién
para la sucesion que pide x, #a Vn? No, puesto que en caso de tener algin tér-
mino de la sucesion igual con a no existiria ningtin problema en evaluar esos ni-
meros en la funcion.
Recordemos que cuando estudiamos a limf(x) =1, la funcién f no necesa-

x—>a

riamente estaba definida en a.
Teorema 3.2.1

Hmf(x):f(a) siy sOlo st V{xn} con limx, =a= limf(xn)= f(a).

xX—a n—>o0 n—>o0
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Las argumentaciones anteriores bastan para asegurar la veracidad del teorema,
no obstante, si el lector desea demostrarlo por medio de la definicién 3.1.1 (cono-
cido como criterio € — &), lo puede realizar de manera aniloga a la demostracién
del teorema 2.2.1.

Veamos una aplicacion del teorema 3.2.1.

Problema 3.2.1

X+
— 51 x#0 .
Demostrar f(x)=19 «° + x* no es continua en 0.
2 st x=0

Solucién

Si se intenta probar por el criterio € — &, se tendria que encontrar un &, >0 que

X +1
X+t

cumpliera Vo >0 3 x > |x —O| < J pero >¢g,.

En una primera inspeccidn, sse le ocurre quién puede ser ese g >0 ? No pa-
rece terea facil.
Si utilizamos el teorema 3.2.1, ;qué es lo que debemos hacer? Encontrar
una sucesion {xn} que cumpla li_r)gxﬂ =0, pero que li_rgf(xu) # f(O), es decir
" "

lim f(x,)#2.

n—»00

¢Qué sucesion? Podemos intentar con la sucesiéon mas ficil, {x”} = {—}
n

La sucesién {xﬂ} converge a 0, esto cumple con la primera parte de lo que
se quiere ver.
¢Se cumplird limf(x") #27?
n—o0

Veamos:

5
5 +n
Hmf(xu) = Hmf(—j = lim— = lim—*— = lim —— , pero como

n—»0 n—0 n n-e (9 5 1 4 n—owo 14+ n n—0 1 +n
— | +| — 5
n n n

1+ )
=n*—n’ +n’ —n+1 se concluye lim f(x,) = co.
1+n n—»o
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Esto nos dice que lim f (x”) # 2, de esta manera concluimos que la sucesion
n—>»o

1 . .
buscada es {xﬂ} =<— la cual converge a 0, pero cuya sucesion de imagenes no
n

converge a f(O) =2, por lo tanto fno es continua en 0.

Problema 3.2.2
1 s xe€@Q

Demuestre que f(x) = 0 s [ noes continua en a Va € R (figura 1).
si x€

Solucién

¢Qué significa que fno sea continua en a Va € R?
Que si seleccionamos g, arbitrario, entonces f no es continua en 4.
¢Qué significa que fno es continua en d,?

En términos del teorema 3.2.1, significa que

H{xn} con limx, = a, pero limf(x“) # f(ao).
El problema consiste entonces en construir o proponer una sucesion {xn} que
converja a 4, que cumpla limf(x”) * f(ao)
¢Qué valor tiene f(an)? f(an) puede valer 1 en caso de ser 4, racional y 0

si g, es irracional, por lo tanto dividimos nuestro problema en dos casos: (I) a, € Q
() a,el.

(I) Sia, € Q,el problema entonces serd encontrar una sucesion {x”} que cum-

pla limx, = a, pero limf(x”);t f(an)=1.

Se sabe que por medio de nimeros irracionales nos podemos aproximar a un
2

namero racional, por ejemplo, la sucesién {——¢ es una sucesioén de irracionales y
n

converge a 0, el cual es racional.
Si logramos construir una sucesion {xn} donde todos sus términos sean irra-
cionales, la cual converja a 4,, se tendra que limf(x”) =lim0=0=1= f(a(,) y con
n—»o0 n—»o0

esto quedaria el problema resuelto. ;Como construir esta sucesion?
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2 2
Sabemos que — €I Vn,y afirmamos que 4, + — €I Vn (pruébelo por

el método de contradiccidon), de esta forma proponemos a {xw} =44, + — como
n

la sucesion buscada.
. . p 2
Se observa primero que limx, = lim a, + — = 4,, luego, como segundo tene-

n—»o n—»ow
V2

mos f|a,+— |=0 Vn,por lo tanto
n

lim f(x,)=lim f o+ 2 =lim0=0# f(a,)=1.
n—»0 n

n—»0 n—»o0

Figura 1

. . 2 . .
Lo anterior nos dice que {x,,} =4a, +— es, efectivamente, la sucesion
n

buscada.

(II) Si a, € I. En el caso anterior, cuando 4, € Q, la sucesién que construimos
fue de nameros irracionales, ahora podemos pensar que una sucesiéon que
nos puede servir es una que tenga todos sus términos racionales, y para la
cual se cumpla limx, = q, pero limf(xn) =liml=1=# f(ao) =0.

n—»0 n—»0 n—»o0
¢Coémo construir una sucesién de racionales que converja a @, irracional?
Recordemos que a, puede escribirse en términos de una expansion decimal

infinita no periddica 4, = a.q,a,4,... q,...
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Ahora, construimos la sucesiéon de racionales
x, =a.a,0,x, =a.0a0, x; =aaaae0, x, =aaaaa0,con periodo 0

X, = dyd,...a,0 es un racional con periodo 0, a partir del # + 1 decimal. Asi también,
notamos que x, estd cerca de a,, pero x, estd mas cerca (dos decimales), x, estard
mas cerca (tres decimales), x,,, estard muy proximo a 4, (cien decimales) x, se pare-

cerd a 4, en n decimales).
No es dificil concluir que lim x, = q,.
n—»0

Ahora tenemos que f(x,)=1 Vnu, puesto que x, € Q Vn, de esta forma

lim f(x,)=lim1=1%0= f(q,).
n—»0 n—»0 _
Esto nos dice que {xn} = {a.amgaj...a”O} es la sucesion buscada.
Resumiendo, tenemos que, tanto en (I) como en (II), existe una sucesion {xn}
que converge a d, pero limf(xn) # f(ao), por lo tanto, f no es continua en d,.
n—»0

Finalmente, como 4, es arbitrario, se cumplird que fno es continuaen a Va € R.

Problema 3.2.3

1/qg si x=p/qeQ ¢>0 (p,q)zl 0<x<1
0 si xel O<x<1

Sea f(x) ={

(p,q) =1, significa que p y ¢ son primos relativos, es decir, que su maximo comin

divisor es 1.

(a) Demostrar que fes continua que a Vae (O, 1) NI.

(b) Demostrar que fno es continua que a Vae (0,1) NQ.

Solucién

Al dibujar algunos elementos de la grafica de f, parece que la funcién no es continua

en ningin namero, pero eso es una simple percepcion (figura 2).
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Figura 2
A
0 irracional
fl)=1 p
Lq q raccion:irreauciplie
1/2
[ ] [ ]
° e
. -
° o . .o
1 () [ ]
1/51/4  1/3 172 3/4 1

Demostracion (a)

¢Qué significa demostrar que fes continua en a Vae (O, 1) NI?
Que si tomamos a g, € (0,1) M I arbitrario, entonces f es continua, en a,.
¢Qué significa que fes continua en g,?
Que Ve>0 3 >0 3 Vx que cumple |x—aﬂ|<5:> |f(x)—f(aﬂ)|<8.
Tomemos entonces un &, >0 arbitrario y construyamos o propongamos un
0, >0 que cumpla Vx si |x—a0| <9, = |f(x)—f(a0)| <&

Procediendo con la estimacion de |f(x) - f(a)| < &, se tiene

)

Se sabe que para g, > 0 siempre existe un ¢, € Z" minimo tal que — < &, en-
%o

|f() = fla)|=|f(x)| < &, puesto que f(a,)=0.

=-==<g,.

Notemos que si x € (0,1) N @Q, entonces |f(x)| =
11 4

. o1
tonces siempre se tendra —< g, Vq=2gq,.

Ahora construimos el conjunto A = {£|q < qo} c (0,1) (observe que el con-
q

junto A es finito). Lo anterior nos da la idea de que nuestra &, buscada debe ser tal

que el intervalo (a0 -0, a4, + d)) no tenga ningtn elemento del conjunto A.
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De esta forma proponemos a d, como la minima distancia entre a, y cada uno
de los elementos de A, por lo tanto el intervalo (ao -0, a4, + 50) no tendrd ningin
elemento del conjunto A.

En estas condiciones, para nuestra &, > 0 arbitraria
3 6,>0 > Vx cumple |x—%|<d, = |f(x)—f(a0)| <&,

Note que este valor de &, funciona para cualquier x irracional, ya que en ese

caso |f(x) - f(ao)| = |0 - O| < &,,y también funciona en el caso en que x sea racio-

nal, porque se tendrd x = L (0,1), pero no es elemento de A, lo que significa que
q

quo,porlotanto|f(x)—f(a0)|= =—<—<g,.

9 9D

1 ‘ 1_1
Por arbitrariedad de g, se tiene que
Ve>0 3 6>0 3Vx que cumple con |x—a|<5:> |f(x)—f(ao)|<g,

de esta forma, f es continua en q,; finalmente, como q, € (0,1) M I es arbitraria, se

cumplird que fes continua en a Vae (0,1) NI

Solucién (b)

¢Qué significa demostrar que fsea discontinua en a Va e (0,1) NQ?
Que si tomamos un 4, € (0,1) M Q arbitrario, entonces fno es continua en 4.

¢Qué significa que fno sea continua en 4, , en términos del teorema 3.2.1?

Que H{xn} con ll_r)gxn = g, pero ll_rgf(xn) # f(a(,),
es decir, debemos encontrar una sucesiéon que converja hacia 4, pero cuya sucesion

de imagenes no converja a f(ao)

Como a, € Q (entre 0 y 1), g, se puede escribir como B on (po>q,) =1y de
%o
1

esta manera f(q,) = f(&j =—=#0.
0 D

Noétese que podemos construir una sucesiéon de irracionales que converja a 4,

(ver problema 3.2.2) ;Qué sucesion?
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9 n

4

La sucesiéon {ao +—= —} es una sucesion de irracionales que con-
n

bo , ., L,
verge a g, = =—.Veamos qué pasa con la sucesion de imigenes.
o

(%)= {f(a0 +\/§),f(ao +g],f[% +g},...f[a0 +%J}

={0,0,0,...,0,...}

(sucesion constante 0).

. 2 V2
Se tiene que {4, + — ¢ converge a 4, y que § f | 4, + — | converge a 0; esto
n n

2 2 1
es lim(a0 +£] =4, con limf[a(, +£] =0#—= f(ao), por lo tanto la suce-
n n—»00 n

n—»00 q(’

2
si6n buscada es {ao + £}, lo cual nos dice que fes discontinua en 4, € (0,1) NQ.
n

Como g, es arbitrario, se concluye que fno es continua en a Va e (0,1) N Q.
Esta extraordinaria funcién rompe con la idea intuitiva que se tiene acerca de
la grafica de una funcién continua. Si bien es cierto que una curva que se traza sin
despegar el lapiz puede corresponder a una funcién continua, no siempre una fun-

ci6n continua sera dibujable de acuerdo con la idea anterior.

Problema 3.2.4
Sea f'tal que f(x+y)= f(x)+ f(y) con fcontinua en 0.

(a) Demostrar que f(0)=0.
(b) Demostrar que f(—x)=—f(x) VxeR.
(c) Demostrar que fes continua en @ Va € R.

Solucién (a)

¢Coémo demostrar que f(0)=0?
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Observe que Vx se cumple x4+ 0 =x, luego f(x +0)= f(x), por hipotesis
flx+0)= f(x)+ f(0), de donde se tiene que f(x)+ f(0)= f(x), obteniendo de
esta manera que f(0)=0.

Solucién (b)

¢Qué significa que f(—x)=—f(x) Vx?

Que si tomamos un x, arbitrario se debe cumplir que f(—x,)=—f(x,) ;Cémo
demostrar esto Gltimo? Utilizando la informacién de (a):

Sabemos que 0 = x, —x, = x, + (—x, ), esto nos dice que f(0) = f(xo + (—x0 )),
por (a) se tiene que f(0) =0y por hipotesis f(x, + (—x,)) = f(x,)+ f(—x,), por lo
tanto 0= f(x,)+ f(—x,) lo cual implica f(—xo) = —f(xo ), que es lo que se que-
ria demostrar.

Finalmente, como x, es arbitraria, se tendrd que f(—x)=—f(x) VxeR.

Solucién (c)

¢Qué significa que fes continua en a Va?

Que si seleccionamos g, arbitrario, entonces f es continua en a,.

¢Qué significa que fsea continua en q,?

En términos del teorema 3.2.1, significa que
V{xn} con limx, =a, = limf(x,,): f(ao)

pares pares

De esta manera, el problema es tomar una sucesion {xﬂ} arbitraria que cumpla

con limx, =g, y a partir de esto concluir que lim (x,, ) = f(ao)

n—»0 n—»0
Primero se tiene que lim x, = a,, significa que x, estd cerca de g, cuando es n
n—»o0
es grande, es decir, la distancia entre x, y 4, se va “reduciendo” conforme n crece,
de tal manera que podemos asegurar que la sucesion {xn - ao} = {yn} se aproxima a

0 cuando n es grande. Esto lo escribiremos como limy, = lim(x” - %) =0.
n—0

n—>90

Por hipotesis tenemos que fes continua en 0, lo cual significa en términos del
teorema 3.2.1 que V{xﬂ} con limx, =0 = limf(x,,)z f(O)
n—»0 n—»o0
De esta manera, para nuestra sucesion particular {x,, - ao} = {y”} se tiene que

limy, =0= lim f(y,) = f(0)= lim f(x, —a,) =0...(I).
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Por hipdtesis f(x” - an) = f(x" + (—q,)) = f(x”) + f(—a(, ) y por (b) tenemos
que f(—a,) = —f(a,); regresando a (I) obtenemos

limf(x” —an)z lim[f(x,,)—f(ao)]=0:> limf(x,l)—limf(a)=O:>
lim f(x,)= f(a).
que es lo que se queria demostrar.

Asi, como f(ao) es arbitraria, concluimos que

‘v’{xn} con limx, =a, = limf(x,,)zf(a(,),

por lo tanto fes continua en a,.

Finalmente, como a, es arbitrario, se cumple fes continua en a Va e R.

EJERCICIOS

x*cos| — | si x#0 )
3.2.1 Demuestre que h(x) = X’ es continua en 0.
0 st x=0
3.2.2 (a) Demuestre que g(x)= x>+ x es continua en 3.

(b) Demuestre que ¢ es continua en a Va € R.

X
3.2.3 Demuestre f(x)= g siox#0 no es continua en 0.
2 51 x=0
3x siox#—1
3.2.4 Demuestre que h(x) =< % +1 no es continua en -1.
% siox=-1

3.2.5 Dé un ejemplo de una funcién f que sea discontinua en a Va € R, pero que

|f| sea continua en a Va e R.
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Seccion 3.3. Operaciones con funciones continuas

En esta seccion obtendremos resultados que, de alguna manera, son esperados en-
tre funciones continuas con las operaciones de suma, producto, cociente y compo-
sicidn. Las ideas de las que se desprenden los resultados son familiares al lector y las

demostraciones de los resultados no son dificiles.

(1) Sea f(x)=x"y g(x)=3x,estas funciones son continuas en 2, atin mas, son
continuas en cualquier niimero real.

Como fy g son continuas en 2, se tiene que hrrzlf(x) = 1irr21 X' =4= f(2) y
limg(x) =li£1}3x =6= g(2).

x—2

Lafuncién f + g es(f + g)(x) = f(x)+ g(x) = x" + 3x y nosotros nos pregun-
tamos: ses continua f + ¢ en 2?Veamos (f + ¢)(2)=4+6=10y 11rr21(f + g)(x) =
limx® +1im3x =4+6=(f + ¢)(2), es decir,

x—2 x—2

hrr}(f + g)(x) = (f + g)(Z),lo cual nos dice que f + ¢ es continua en 2 (figura 1).

Figura 1 Figura 2
4 | 6 [ 7 '
2 2
L #0
2) Se sabe que la funcién I(x) =< x S no es continua en 0 y también
( q y
2 st x=0

X .
sabemos que m(x) = 5 s continua en 0, ahora nos preguntamos: ; I +m es

continua en 0? Observemos primeramente quién es [ + m:
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l+ﬁ 1 x#0
((+m)=Il(x)+mx)=<x 2 X

2 s1 o x=0

1
Ahora lim(l + m)(x) = lim (— + %j no existe, esto nos dice que [/ + m no es

x—0 x—0 X
continua en 0.

En (1) obtuvimos que la suma de las funciones continuas en 2, es continua en
2y, el hecho de tener una funcién discontinua en el nimero de analisis, evita que la

suma sea continua en dicho valor, veamos que la situacion (1) se cumple en general.

Teorema 3.3.1

Si fy g son funciones continuas en a = f + ¢ es continua en a.

Demostracién

¢Qué significa que f + ¢ es continua en a?
Que lim (f +¢)(x) = (f +2)(a)-
¢Qué nos dicen las hipotesis?

Que fy ¢ son continuas en a.

¢Queé significa esto? Que limf(x) = f(a)(l) y limg(x) = g(a) (1)
Sumando (I) y (II) tenemos que '

limf(x) + {1E}g(x) = f(a) +g(a) = (f+g)(a)...(IH), por el teorema 2.3.1 se

tiene que lim(f + g)(x) = lim(f(x) + g(x)) = 11mf(x) + ng(x), regresando

a (1) se tiene que {1:1}(f + g)(x) = (f + g)(a),por lo tanto f + ¢ es continua en a.
Con este teorema se asegura, por ejemplo, que la funcién f(x) = x> + x,es una
funcién continua en 8, puesto que [(x) = x”y p(x) = x son continuas en 8.
Ahora, ;se puede pensar en un teorema como el anterior para el producto de

funciones continuas? Veamos.

h(x) = 2x y I(x) = x — 1 son funciones continuas en 3. ;Es continua la funcién hl en 3?
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(hl)(x) = h(x)l(x) = 2x(x — 1) = 2x> — 2x ylirral(hl)(x) = 1_irr31(2x2 —2x) =12,ycomo
(hl)(3) =12, se tiene que lirr%(hl)(x) = (hl)(?)), por lo tanto, la funcién producto hl

es continua en 3.

Teorema 3.3.2

Sify g son funciones continuas en a = fg es continua en 4.

Demostracion

¢Qué significa que f¢ es continua en a?
Qe im( ) (x) = ()).

Por hipétesis se tiene que

limf(x) = f(a)(I) y llilgg(x) = g(a)...(II) por ser fy ¢ continuas en 4.

x—a

Multiplicando (I) y (I) se tiene limf(x)limg(x) f( ) ( ) .. (1ID).
Luego, por el teorema 2.3.2, se tiene que hm( g)(x) hm ( )hmg( ) re-

gresando a (III) se tiene que 1351}(]@)( ) ( ) ( ) ( )( ) por lo tanto fg es

continua en a.
Ahora, ;el cociente de funcione continuas en a serd continua en a?

Si f(x)=3,funcién contante 3y [(x) = x* ambas son funciones continuas en 0.

¢Es T continua en 0?

l Ilx) «°

Ahora, fy [ son continuas en 2, ;qué puede decir de la continuidad de en 2?

3
Observe que (ij (x) = S ) =— es una funcién que no es continua en 0.

lim (i] (x) =lim—= S) = limi :% y ademas (%j(Z) = %, esto nos dice que % es

w2\ ] x—2 Z(X) x—2 x2

continua en 2.
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Observemos que hrr(} [ (x) = ling x*=0=1 (O),note que no se puede concluir que

lim f(x
lim (ij(x) = ﬁ ..(I) y, en cambio, si se puede concluir que lim (%j(x) =

x—0 l lxlir& l (x) x—2

lim f (x) 3

222 — = = (II),una cuestién fundamental por la cual no se puede concluir (I)
l}n} l (x) 4

es que lgr&l(x) =0.
Generalizando, diremos que para que (T) pueda ser continua en q, se debe

tener liml(x) = l(a) #0.

xX—>a

Teorema 3.3.3

Sean fy ¢ funciones continuas en a con g(a) #0 = i es continua en d.

Demostracién

¢Qué significa que i sea continua en a?
g

Que lim(ij(x) - (ij(a).

xX—a g g

De los supuestos se tiene

@ limf(x) = f(a) por ser f continua en a.

x—>a

(1) limg(x) = g(a). por ser ¢ continua en a.

x—>a

Dividiendo las expresiones de (I) sobre (IT), se tiene que

limf(x) f(a) f(x) limf(x)

A2 = .Porel 2.3. li = £2¢
(I11) lxlil}g(x) g(a) or el teorema 2.3.3,tenemos que lim g(x) Liil}g(x)’
regresando a (III), obtenemos limM = f(a)’ pero como £ (x) =
= g(x) ela) g
f((x)) y (i)(a) = féd))’ concluimos que = es continua en a.
g\X £ g\a
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Ahora, con respecto a la composiciéon de funciones se podria pensar de
manera erroénea que si fy ¢ son continuas en a4, entonces f o ¢ es continua en d
¢por qué esto es equivocado? Citemos un ejemplo donde no sea cierta la ante-

rior afirmacién.

x s1 x#2

(3) Sean f(x)z{5 § xeD

V2 (ver figura 3 y 4).

y g(x) = x’; ambas funciones son continuas en

Figura 3 Figura 4

wl

R N
~

|

h

|

\S)
[NC T

(No pierda de vista que fes discontinua en 2)
Ahora observe que }Lr%(f ° g)(x) = }L%f(g(x)) = }L%f(xz)*
note que x> # 2 puesto que x #~/2, por lo tanto f(x?) = x>. Regresando a * se

tiene que th%(f ° g)(x) = }L%xz =2, por otro lado tenemos que (f ° g)(\/g) =
f(g(\/i)) = f(2) =5, de donde se concluye que }L%(fog)(x)i (fog)(\/g),

es decir, f o ¢ no es continua en V2 a pesar de que fy ¢ son continuas en V2.

¢Cuales son entonces las condiciones para fy ¢ para tener a f o ¢ continua en a?

(4) Para que f o g sea continua en a se debe cumplir que lim(f ° g)(x) =

(f = 2)(a).
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Observe que no es de mucho interés el hecho de que fsea continua en 4, pues-
to que nunca se estima f en a, pero lo que si parece importante es que f esté defi-
nida en g(a).

Revisemos la siguiente situacion:

Sea f(x)=— y g(x)=

continua en 0.

¢Quién es (f o g)(

x)?
(f D)) = f(ew) = [ _J
x—1

(fog)0)= T = T =—1. Observe que f'si esta definida en ¢(0) = —1 y ademas,
0-1 -1

g es continua en 0.

T note que f no estd definida en 0 y que ¢ si es

¢ f o g esta definida en 0? Si.

¢ f o g es continua en 0?

iy (< £)(s) = i (o)) =i -

x—0 x—=0

! 1} = lim+=—1 donde (f © ¢)(0) =

x—1
—1,1o que significa que (f o g)(x) si es continua en 0.

Comparemos las situaciones (3) y (4):

3) fy g son continuas en 4, f no es continua en g(a) y obtenemos que f o g

no es continua en a.

(4) ¢ es continua en a y f continua en g(a), obtenemos como resultado, que

f o g es continua en a.

Demostremos que la situacion de (4), se cumple en general.

Teorema 3.3.4

Sean fy ¢ tunciones, con ¢ continua en a y f continua en g(a) = f o g es conti-
nua en d.
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Demostracién

¢Qué significa que f o ¢ sea continua en a?

QueVe>0 3 §>0 > Vasifx—d <= |(fog)(x)—(fog)a)| <& (de-
finicién 3.1.2).

El problema consiste entonces en tomar un &, > 0 arbitrario y con esto cons-
truir un ¢, > 0 que cumpla Vi si |x —a| <o, = |(f og)(x)—(fo g)(a)| <&,

Como fes continua en g(a) (por hipdtesis), se cumple Ve >0 3 6 >0 > Vy
sily—gla) <6 =|f(y) - flgla)|<s.

En particular, para nuestra &, > 0 seleccionada inicialmente, 35, >0 > Vy si
|y = g(@)] < 8,..(1) = | f(y) = f(g(a))| < &-..(1T).

Asi también, como ¢ es continua en a (por hipdtesis), se cumplira que
Ve>0 3 6>0 > Vx |x—a|<5:>|g(x)—g(a)|<8.

Esto nos dice que, en particular para nuestra
6,>0 3 6,>0 > Vxsi |x—a|<(52 :>|g(x)—g(a)|<51.

Observe que los valores g(x) que provienen de |x - a| < &, cumplen con la
desigualdad (I) (los g(x) se comportan como los y), lo cual implica que se cumple
la desigualdad (IT), que dice |f(g(x)) - f(g(a))| <&,

Escrito de otra manera, se tiene que Vx si |x - a| <9, = |g(x) - g(a)| <0,y
por (1) se implica (IT), esto es |(f  )(x) — (f ° 2)(a)| = | F(e(x)) — f(g(a))] < &

¢Quién es &, buscada? La J, buscada es &, = 0,.

Como la g >0 es arbitraria, se cumple que Ve>0 3 §>0 > Vx si
|x - a| <o= |(f og)(x)—(fo g)(a)| < & de donde, finalmente, f o ¢ es continua en a.

Ahora preguntamos: ; i(x) = sen x” es continua en 0?
h puede ser vista como una composiciéon de funciones, f(y)=seny y g(x)= 7,
puesto que h(x) = (f o 9)(x) = f(g(x)) = f(x*) = sens.

Se sabe que ¢ es continua en 0 y fes continua en ¢(0) =0 y por el teorema

anterior, se tiene que f o ¢ es continua en 0, asi /i es continua en 0.

Si desedramos calcular lim v/x* + x, nos gustaria, y de hecho ocurre para este
x—8

limite en particular, que ling \/x2 +x = ling(x2 + x) =+64+8 = \/7_2
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Note que Vx° + x puede verse como ( f o g)(x) =vx° + x donde f(y)= \/;

y g(x) =x" + x, como g es continua en 8 y fes continua en ¢(8) =72, se tendrd que

f o g es continua en 8, es decir, ling(ng)(x) = (f Og)(S).

Con este resultado tendremos un criterio para realizar limf(g(x)) =
f (lim g(x)) donde lim g(x) existe y la funcién fes continua en dicho limite.

De lo anterior se puede intuir que limcosx® = cos(lim x3) = cos’ puesto

X XD

que el coseno es una funcién continua en 7°.

Teorema 3.3.5

Supongamos limg(x) =/ y funa funcién continua en / entonces
i £ (e(x) =  (m.0(x)
Demostracion

Para demostrar el problema tomamos la sugerencia de Spivak (Apostol, 1988, capi-

i x#
tulo 6) que nos pide considerar a la funcion G(x) = {g(lx) S,l Y7
sl x=a

Observe que limG(x)zlimg(x)zl, pero como [ =G(a), se tiene que

IimG (x) = C(a), lo que significa que G es continua en a.

xX—>a

Como G es continua en a 'y fes continua en [ = g(a) se tiene, por el teorema
3.3.4,que f oG es continua a, por lo tanto se cumple lim(f ° G)(x) = (f ° G)(a);
luego por un lado lim(f ° G)(x) = limf(G (x)) = hmf(g(x)) y por otro lado

(f2G)(a)=F(G(a)) = £ (1) = f(tim g(x)).

xX—>a

Finalmente, lim f(g(x)) = f(limg(x)), concluyendo asi la demostracion.

Problema 3.3.1

Calcular lim

2
x —4
x—2 X —

2
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Solucién

x? —
x—2

A la funcién se le puede ver como la composicidon de una funcion f(y) =

2

x —4
\/; y g(x) = , esto es
x—=2

<fog><x>=f<g<x>>=f[’;_‘24j= 4

—4
Se sabe que lim = =4 y que f(y) es continua en 4, por lo tanto

x=2 X —
2_
iy (o(00) = (a0 deci iy | =2 = i = =% = i <2

x —

El resultado del teorema 3.3.5 establece que lim f (g(x)) =f (lim g(x)) siem-

pre que fsea continua en [ con limg(x) =1.

Si f no es continua en [, con limg(x)zl, ¢se cumplira limf(g(x))z

f (lim g(x))? La respuesta es no; veamos el siguiente ejemplo:

x—>a

+1 #1
Sea f(y) {Y 5 S% Y . y g(x) = ,para la funcién g se tiene que hm g( )
si y=

hm% =1, también tenemos que hmf(g(x)) = hrrqlf(gj = lim (g + 1) =2, por

x—5 x—5

otro lado, f(lllirjlg(x)) = f(l) =5, por lo tanto, lxlilgf(g(x)) # f(ljir%g(x))

Problema 3.3.2

Si |f(x)| < |x| Vx = f es continua en 0.

Solucién

¢Qué significa que fes continua en 07?
QueVe>0 3 >0 > Vxsi |x—0| = |f(x)—f(0)| < &.El problema es
entonces tomar un &, > 0 arbitrario y con esto construir un d, > 0 que cumpla Vx

si |x_0|<50 :>|f(x)—f(0)|<6},
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¢Cuanto vale f(0)?

Por hipotesis |f(x)| < |x| Vx, en particular si x =0 se tendra 0 < |f(0)| <
lo|=0=]f0)=0= f(0)=0.

Ahora estimando |f(x) - f(0)| <&

|f(x) - f(0)| = |f(x) - O| = |f(x)| y como de las hipotesis se tiene que |f(x)| < |x|, se

hace |x| < &, por lo tanto se propone que 9, = &,.

Veamos que se cumple que Vax si |x —0| < &, = | f(x) = f(0)] < &:
tomemos un x, arbitrario que cumpla |x;, — 0| = |x,| < &, y probemos que se cum-
ple | £(x,)] < |x| < &

Como |x, = 0] =|x| < & | £ (x0)| < || = [ f(x0)| < &, = & pero como | f(x,)| =
| f(x,)) =0 = | f(x,) = f(0)], se concluye | f(x,) = f(0)| < &,

Ahora, como x, es arbitrario, se cumplird que Vx si |x - O| <o =
|f(x) - f(0)| < &,, de esta manera la 9, = g&,.
Asi también, como &, > 0 es arbitraria, se cumplird que Ve >0 3 § >0 > Vx

si |x - O| <o= |f(x) - f(0)| < &, lo cual significa que fes continua en 0.

EJERCICIOS

3.3.1;S1 f + ¢ es continua en a = f y ¢ son continuas en a?

es continua en a?

3.3.2 ;51 fy ¢ son continuas en a = n
g

3.3.3 Si fy ¢ cumplen con |f(x)| < |g(x)| Vx, ¢(0)=0y ¢ continua en 0 = f es
continua en 0.

3.3.4 Demuestre utilizando el teorema 3.3.2, que si fes continua en a = Kf es con-
tinua en a para cualquier a real y K constante.

3.3.5 Utilizando el teorema 3.3.5, calcule:

a) lim /cosx’

x%i/;
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b) lim cos+/x” + 2

x—2

¢) lim sen Jx
x>’

d) lim |-X =2

x—2 x2 — 4

3.3.6 (a) Demuestre que Vn f(x)=x" es continua en a Vae R.

(b) Demuestre que un polinomio de grado k con coeficientes reales es una funciéon
continua en a VaeR.

3.3.7Sifescontinuaenay f(a)>0= 36 >0> f espositiva en (a —-0,a+ 5).Asi
también, si fes continuaen ay f(a) <0= 36 > 0> f esnegativa en (a -9d,a+ 5).
Se dice que fes positiva (negativa) en A,si f(x) >0 (f(x)<0) Vx € A.
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Seccion 3.4. Continuidad y limites laterales

Como se mencioné en el capitulo anterior, la parte central de la continuidad de
una funcién fen un namero a es el lim f (x), de esta manera, dada nuestra primera
v
definicién de continuidad, la cual se desprendié de la argumentacién basicamen-
te geométrica, obtenemos mas informaciéon acerca de ligl f (x), consiguiendo una
x

definicién en términos de cuantificadores (definicién 3.1.u2) y un teorema (teorema
3.2.1), en el cual las sucesiones son una importante herramienta para el analisis de
la continuidad de fen a.

En esta seccion los limites laterales nos daran informacion acerca de liin f (x)

>

y, en la parte final, nos ayudaran a definir el concepto de funcién continua en un

intervalo cerrado [a, b].

(1) Parala funciéon g(x) =+/x — 3 (figura 1), se tiene lin}g(x) = lin} Vx=3=0
y 9(3) = V3 -3 =0, es decir, la funcién ¢ es continua en 3.
Se observa también que para esta funcién la expresion lim g(x) =lim+vx—3
x—>3" x—>3"
carece de sentido, como consecuencia de no estar ¢ definida para ntmeros a la iz-

quierda de 3, ya que Dg = [3,00).

Figura 1

Por tltimo, notamos que hrg} g(x) = hrgl Nx =3 = g(3).

x
(2) Para la funcion h(x) = 2
—x+4 s1 x=22

s1 X <2, (figura 2),
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p T _ _ p e X . .
}gg h(x)— }Lrg( x+4)—2 y }gl;h(x)— }glzi =1; en este ejemplo se tiene que

los limites laterales son diferentes, por lo tanto el limite de la funcién en x =2 no

existe, lo que nos dice que la funcién /h no es continua en 2.

Figura 2

TN

s x#1,—-1
3§ x=1-1
2

1-—x

(3) Sea p(x)= (figura 3).

3
Para la funcidn p se tiene que lim p(x) = lim V1—-x" =0y p(-1) = 5 de-
x—o-1" x—>—1"
3
cir, lim p(x) #* p(—l);asimismo, se tiene que limp(x) =limvV1-x" =0y p(l) = >
x——1" x—=>1" x—=>1"

es decir lli?p(x) ¢p(1).

(4) Para la funcién f, como en la figura 4a, se tiene que lim f(x) = f(a) es
una situacién como la mostrada en (1) y en (2). En la figura 4b se tiene

lim f(x) # f(a), la cual es una situacién como la mostrada en (3).
x—a"

Definamos el comportamiento que se exhibe en (1) y (2), como en la figura 4a.
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DEFINICION 3.4.1:

Si una funcién f cumple con lirr}f(x) = f(a), diremos que f es continua por la

derecha en a.

Figura 3

Figura 4a Figura 4b

¢Se puede pensar en continuidad por la izquierda? Si, observe la figura 5.

DEFINICION 3.4.2:

Si una funcién f cumple con lim f (x) =f (a), diremos que fes continua por la iz-
x—>a

quierda a.
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Ahora, de la figura 6 podemos decir que lim f(x) = lim f(x) = f(a)(l)

x—a

Y de la afirmacion 2.4.1 se sabe que:

Si lim f(x)=lim f(a)=1= lim f(x)=1,

x—>a

es facil concluir de este resultado y de la igualdad (I), que limf(x) = f(a), es de-

x—>a

cir, que fes continua en 4.

Figura 5

Afirmacion 3.4.1

Si lim f(x) = lim f(x) = f(a), entonces f es continua en a.

x—>a

Demostracién

La demostracién de esta afirmacidn se describid en los reglones anteriores a la afir-

macion.

Asi también, se tiene que si los limites laterales son distintos, entonces una fun-
cién no es continua en el nimero en cuestion.
Si a € Df y tenemos limf(x) # limf(x) = limf(x) no existe (problema
x—a" xX—>a xX—a
2.4.1) = f no es continua en a. Asimismo, si f no es continua por la derecha o por

la izquierda en a, entonces también se tiene que fno serd continua en ese punto.
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Figura 6

Afirmacion 3.4.2

Si limf(x) # hmf(x) con a € Df = f no es continua en a.

x—a*

Demostracion

Se deja al lector como ejercicio.

Afirmacion 3.4.3

Si hmf(x) * f(a) o limf(x) * f(a), entonces fno es continua en a

Demostracién

Se deja al lector como ejercicio.

Las tres afirmaciones anteriores, nos dan un criterio para decidir cuando una

funcién es continua o no en un numero, por medio de los limites laterales.
Problema 3.4.1

Zosi ox<2 .
Sea f(x)=12 decir si f es continua o no en 2.
1

s ox>2
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Solucién

Utilicemos los limites laterales (figura 7).
. . . X 2
Como 122][(96): 1&?1:1;1121—]((96):}132521 y f(2)=E=1,delaaﬁr—

macidn 3.4.1, se concluye que fes continua en 2.

Figura 7 Figura 8

1 !
< : > >
% 2 W 3
Problema 3.4.2
x+1 s1 x<3
Sea g(x)=9 2x . - demuestre que ¢ no es continua en 3 (figura 8).
— sl x>

3

Solucién

La grafica de ¢ nos dice que ésta no es continua en 3; veamos sus limites laterales.

, , _ , L 2x .
Como }1_{3 g(x) = ll_g}x+l—4 y }1_{51 g(x) = }11)1; 3 =2, por la afirmacién

3.4.2 se concluye que ¢ no es continua en 3.

En esta parte de la seccion, definiremos el concepto de continuidad para un
intervalo cerrado.

La grafica de una funcién f como en la figura 9, representa una funcién con-
tinua en un namero ¢, an mas, se pude decir, de la situaciéon geométrica, que la
funcién f es continua en todos los nimeros del intervalo (a,b) y no se observan

13 . . bR
romplmlentos en los extremos.

207



INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

Podemos decir, para esta situacion, que la funcién no sufre ningtn “rompi-

miento” en todo [a,b].

Figura 9

DEFINICION 3.4.3

La funcidn fes continua en (a,b), si es continua en x Vx € (a,b).

DEFINICION 3.4.4

La funcién fes continua en [a,b] si:

(i) fes continua en (a,b).
(i) fes continua por la derecha en a, es decir lim f(x) = f(a).

(iii) f es continua por la izquierda en b, es decir lim f(x) = f(b)
11

X—>

Problema 3.4.3

=1 si xe[-21]

Sea flx) = x sl x€ (1,5]

, decir en qué intervalos es f continua (figura 10).

Solucién

(I) Primero veamos si f es continua o no en [—2,1]. Si los tres incisos de la defini-

ci6n 3.4.4 se cumplen para fen el intervalo [-2,1], se tendra que fsera continua en
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[2,1] o, si por lo menos uno no se cumple, entonces f no serd continua en [—2,1].
De la grafica, se observa que fes continua en [—2,1], pero veamos que, efectivamen-

te, se cumplen los tres incisos.

Figura 10

(i) Sea x, € (—2,1) arbitrario, veamos que lim f(x) = limx’—1=x, —1=

X—>X X=X,

f (xo ), esto significa que fes continua en x,; como x, es arbitrario, se cum-

ple entonces que fes continuaen x Vx € (—2,1),por lo tanto fes continua

en (—2,1).
(i1) Ahora, ]ir_r21+ f(x) = lir_lg+ x> —1=3ycomo f(-2)=3 se tiene ‘lir_r71+ f(x) =

f(—2), lo cual significa que fes continua por la derecha en -2.
(i11) Asi también, lim f(x) =limx*—1=0y f(1)=0,porlo tanto lim f(x) =
x—1" x—>1" x—1"

f(l), lo cual significa que fes continua por la izquierda en 1.

De esta manera, se cumplen los tres incisos de la definicion, por lo tanto fes
continua en [2,1].

(IT) :Qué podemos decir con respecto a la continuidad de fen (1,5]? Para que
se dé la continuidad en este intervalo, se debe analizar la continuidad o no en el in-
tervalo abierto (1,5) y la continuidad por la izquierda en 5.

(IIT) ;Es f continua en (1,5)?
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Se observa que si. Probemos esto:

Sea x, € (1,5) arbitrario; se tiene que llj{l f(x) = lljl} x =x,ycomo f(x,)=x,
se concluye que lljl} f(x) = f(xo), lo cual s“igniﬁca que}es continua en (1,5).

(IV) éEsfconginua por la izquierda en 5? Si, veamos: }1_{151 f(x) = ll_)rgl x=5y
como f(5)=5,se concluye que th} f(x) = f(5), es decir,fes continua i)or la iz~
quierda en 5. De IIT y IV se concluye que fes continua en (1,5].

(V) Por dltimo, preguntamos ;f es continua en [—2,5]? No, puesto que f no
es continua en (—2,5), spor qué?, porque no es continua en todos los elementos de
(—2,5), es decir, existe un x, € (—2,5) tal que fno es continua en x, .

¢Quién es ese x,? x, =1.

Como 0= f(l) = }1_r)111f(x) # )lcl_rﬁf(x) =1, se tiene, por afirmacién 3.4.2,
que fno es continda en 1, no es continua por la derecha en 1,y es continua por la
izquierda en 1.

R esumiendo:

(a) fes continua en [—2,1] (ver ).

(b) fes continua en (1,5) (ver III).

(c) fno es continua en [1,5] (ver V parte final), ya que no es continua por la
derecha en 1).

(d) fes continua en (1,5] (ver I1 y 1V).

(e) fno es continua en (—2,5) (verV).

(f) fno es continua en [—2, 5] (verV).

Finalmente, una funcién continua en un nimero es continua por la izquierda

o por la derecha en dicho nimero.

EJERCICIOS:

3.4.1 Grafique y diga si son continuas o no en [2,5] las siguientes funciones:

x+1 si xe(2,5)
a) f(x)= 6 si x=5
3 51 x=2
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1/x si xe(25)
o) h(x)=q1/6 si x=2
1/720 si x=5

2

x® st x<-—1
3.4.2. Para = robar que
J) {x+l ioxz1 Do

a) fes continua en (—OO,—l).

b) fno es continua en R.

3.4.3. Sea ¢ continua en (—OO,a], y f continua en [a, +OO); definimos

f(x)={g(x) si x<a

h(x) s1 x2>a

Pruebe que fes continua en a siy solo si g(a) = h(a).
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IV. Teoremas sobre funciones continuas

Este capitulo consta de tres resultados sobre funciones continuas en intervalos ce-
rrados y acotados, los cuales son plataforma inmediata de los resultados sobre de-
rivacion e integracion. A estos teoremas, en algunos textos, se les conoce como
los tres teoremas fuertes. Estos teoremas sobre funciones continuas pueden ser vi-
sualizados geométricamente en un examen inicial intuitivo, para posteriormente
ser demostrados con todo rigor. El primer teorema afirma que existe un nimero
dentro del intervalo cuya imagen es igual a 0, bajo el supuesto de que las image-
nes de los extremos del intervalo son una positiva y la otra negativa; el segundo
teorema, nos dice que el conjunto de imagenes del intervalo estara siempre aco-
tado; por altimo, el tercer teorema nos dice que existe un namero en el intervalo
tal que la imagen de éste siempre es mayor o igual a cualquier imagen que pro-

venga del intervalo.
(1) Sea f(x)=senx, se observa en el intervalo {%,%} que f(zjzl y

f(%j =—1 (ver figura 4.1), es decir, f(%) >0y f(%j <0.

, ., . T 3x , 3
Ademas, se sabe que fes una funcién continua en [5,7}, alin mas, se sabe

que es continua en todo R.

. . . ’ 3 113 3
Para la funcion fse puede dibujar su grafica en [%,7”} de un solo trazo, sin

despegar el lapiz del papel”, observando que la grifica corta al eje X, lo cual significa
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que f'se anula en un valor ¢ del intervalo, es decir, existe ¢ € [%,%} tal que f(c)=0

(se sabe que ¢, en este caso, es igual a 7).

Figura 1

(2) Ahora, si tenemos una funcién ¢ definida en [—5,2] con g(—S) =-1,4(2)
=4 y ¢ continua en [—5,2], como en la figura 2, preguntamos: ;se puede
intuir lo mismo que en el inciso anterior? Es decir, sse puede intuir que
existe ¢ € [—5,2] tal que g(c) =0? La figura 2 ilustra la situacion, mostran-
do tres trazos de posibles funciones ¢ continuas en [—5,2]. Observe que
uno de estos trazos corta tres veces al eje X, lo que significa que existen
tres nameros en [—5,2] donde la funcidén ¢ se anula; efectivamente, existe

un namero (por lo menos) ¢ € [—5,2] para el cual g(c) =0.

Figura 2

De los dos anteriores incisos podemos plantear que, si una funcidén f es con-
tinua en [a,b] tal que f(a) y f(b) tienen signos diferentes, entonces se concluye

que existe un namero ¢ € [a,b] para el cual f(c) =0.
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Figura 3

f (B

Demostremos que si f es continua en [a,b], y esta en situacién de la figura 3,

se cumplird entonces que existe ¢ € [a,b] con f(c) =0.

Primer teorema:

Si fes continua en [a,b] con f(a)<0< f(b), entonces 3 ¢ € [a,b] tal que f(c) =0.

Demostracién

Para la prueba de este teorema se asume la sugerencia de M. Spivak (1988, p. 174).

La propuesta consiste en llegar a probar que sup A = &, es el nimero ¢ busca-

do, donde
A= {x |a<x <bcon f negativa en [a,x]} (ver figura 4).

Figura 4
S (b)

Observe que el x, de la figura 5 es un elemento del conjunto A, ya que fes

negativa en [a,xo]. Nuestro objetivo es concluir f(a)=0.

215



INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

Obtengamos informacién sobre A4:

Primero, A < [a,b] nos dice que b es una cota superior de A4, ya que b es una cota
superior de [a,b].

Por hipétesis f(b) >0, sserd cierto que si y, € [a,b] con f(yo) >0 entonces
¥y, sera una cota superior de A? (Ver figura 5).

La figura 5 nos dice que y,, el cual cumple f(yo) >0, sl es una cota superior
de A.

Figura 5

\

(I) Demostremos formalmente que V y € [a,b] con f(y)>0 se implica que y
es cota superior de A.

Tomemos un y, € [a,b] arbitrario con f(y,)>0 y probemos que Vx € A se
cumple x < y,.

Procediendo por contradiccion, supongamos que 3 x, € A tal que x, > y,.

Como a <y, <x, v se sabe que x, € A, se tiene entonces que f es negativa en
[a, xo] y por lo tanto f(y,) <0, contradiciendo asi el hecho inicial de que f(y,) > 0;
por lo tanto es falso suponer que 3 x, € A tal que x, > y,, de esta forma se debe
cumplir que V' x € A, x <y, lo cual nos dice que y, es cota superior de A.

Luego, como y, es arbitraria, se cumplird entonces que V y € [a, b] con f(y)>0
se tiene que y es cota superior de A.

(IT) El conjuntoA esti acotado superiormente, por lo tanto, existe el sup A y
lo denotamos por @ =sup A, a € [a,b].

Como b es cota superior de Ay « es la cota superior mis pequenia, se debe

cumplir & <b.
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Demostremos que @ = b no se puede cumplir, procedamos por contradiccidon.

Supongamos que si se cumple a =b.

Como a =b, f(b) >0y fes continua por la izquierda en b, se tiene que 3, >0
tal que fes positiva en (b - é},b] (pruebe esto, siempre podemos tener un ¢;) como

en la figura 6.

Figura 6

a (= b—51|y0

b b+,
I

En el intervalo (b ) ,b] existe con un Y, con b—0, <y, <b (ver figura 6), el
cual cumple f(y,)> 0, esto nos dice que y, es cota superior de A, de acuerdo con
(). Luego como y, <b, esto contradice el hecho de suponer que b es la cota supe-
rior minima de A. Por lo tanto es falso suponer que b =, lo cual nos dice que la
relacién entre @ y b debe ser a <b.

(III) Ahora preguntamos: ;o puede ser igual a a? La respuesta es no (obser-
ve las figuras 5 y 6). Demostrémoslo formalmente procediendo por contradiccion.

Supongamos que @ = a.Como fes continua por la derechaenay f(a)<0,se
tiene que 3 &, >0 tal que fes negativa en [a,a + 52) (pruebe esto, siempre se pue-

de tener un &, como en la figura 7).

Figura 7

a+é, (=«
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Observemos que existe x; €[a,a+ 0,) cona<x, <b donde [a,xl] Cla,a+ 3,
y como fes negativa en [a, a + &, se tiene claramente que fes negativa en [a, X, ], lo
cual nos dice que x, € A. Lo anterior significa que & = a < x; lo cual es una contra-
diccidn, ya que a es cota superior (minima) de A.

Por lo tanto, es falso suponer « = a.

De (IT) y (IIT) se concluye que a < <b.

Ahora nos preguntamos en cudl de los siguientes escenarios se encuentra f(«).

® fla)>0 (i) f(e) <0 (i) f(e)=0

Nuestro objetivo es demostrar que f(a) =0, para lograr esto, veamos que no
se pueden cumplir los incisos (i) y (i1).

Supongamos que se cumple (i).

Como f(a) >0y fescontinuaen o € [a,b], se tiene por el ejercicio 3.3.7 que
existe 0, >0 tal que fes positiva en (a -9J,,a+ 53) (figura 8). Siempre se puede
tener a §; como en la figura 8).

Se sabe que existe x, e(a—é},a) con a<x, y para este valor x, se tiene
f(x;)> 0y por (I), se tendrd entonces que x, es cota superior de A, contradicién-
dose con esto que & es la minima cota superior de A, por lo tanto no puede ocu-
rrir f(a) > 0.

Figura 8

Supongamos que se cumple (ii).
Como f(a) <0y fescontinuaen o € [a,b], se tiene por el ejercicio 3.3.7 que

36, >0 tal que fes negativa en (a -0,,a+ 54) (figura 9). Siempre se puede tener

a d, como en la figura 9.
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Figura 9
a a—90, x o ox, ati, b

Recordemos quesi & =sup A,entonces Ve >0 x, € Atalquea — € <x, <@,
en particular para nuestro d, >0 Jx, € A tal que & — I, <x, <« (figura 9), pero
como x, € A, concluimos que f es negativa en [a, xl].

Ahora, se sabe que entre & y & + 0, existe x, (figura 9),esto es & < x, < + 0,.

Como [xl,xz] c (a -0,,0+ 54) y f es negativa en (0! -90,,a+ 54), entonces
tendremos que f es negativa en [x1 ,xz].

Puesto que f es negativa en [a, xl] y en [xl,xz], se tiene que f es negativa en
[a,xz], de donde se implica que x, € A, encontrandose con esto una contradiccion,
ya que @ <x, y & es la cota superior minima de A.

De esta manera, tampoco se puede tener f(a) <0, quedando como tnica po-
sibilidad f (&) =0.

Finalmente, el valor ¢ buscado es a = sup A.

Utilizando el primer teorema, demostremos la siguiente afirmacion.
Afirmacion 4.1
Sea f continua en [a,b], fla)>0> f(b)y= F ce [a,b] 3 f(c) =0 (figura 10).

Figura 10

S
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Demostracién

La idea para demostrar esta afirmacion es aplicar el primer teorema.

Como fes continua en [a,b], entonces —f también es continua en [a,b]. Luego,
como f(a)>0> f(b)= —f(a)<0<—f(b),si llamamos a —f = ¢ se tendra que ¢
es continua en [a,b] y g(a) < 0 < g(b), es decir, g cumple las condiciones del primer
teorema, por lo tanto Ic € [a,b] 3¢(c)=0,0sea,3dce [a,b] 3> —f(c)=0,lo cual nos

dice que f(c) =0, quedando con esto la demostraciéon concluida.

Afirmacion 4.2

Sea f continua en [a,b],f(a)<c<f(b):> Ix, e[a,b]af(xo)zc.

Demostracion

Observe en el dibujo de la figura 11, en particular se tiene que x, no es Gnico.
¢Coémo aplicamos el primer teorema en esta demostraciéon?
Construyamos a la funciéon g(x)= f(x)—c.

¢ es continua en [a,b]? Si, puesto que f es continua en [a,b] por hipdtesis y, ¢ la

funcidén constante ¢ es también continua en [a,b], atin mas, es continua en todo R.

Figura 11

S (b)

S

¢ ¢(a) y g(b) son uno positivo y el otro negativo, respectivamente?
Veamos que g(a) = f(a) — ¢,y delos supuestos f(a) < ¢,porlo tanto f(a)—¢ <0,
esto nos dice que g(a) <O0.
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Asi también, g(b) = f(b) —cy como f(b)> ¢ por hipdtesis, se tendra que g(b) =
f(b)y—c>0.

Resumiendo, se tiene lo siguiente:

¢ continua en [a, b] con g(a) <0 < g(b), cumpliéndose las hipotesis del primer teorema
para la funcién ¢ en [a,b], de esta manera concluimos que Jx, € [a,b] 3 g(xo) =0,

es decir, x, € [a,b] E} f(x(,) —¢=0, por lo tanto Jx, € [a,b] E} f(xo) =c.

Figura 12

'
1
'
'
'

------- 4'---------------------------
'
'

—
=
=
T
'
'
'
'
'
Q mfemmm Ao b o

X, b

Afirmacion 4.3

Sea fcontinua en [a,b], f(a) >c> f(b) = dx, € [a,b] af(x(,) =c.

Demostracion (figura 12)

Esta es una afirmacién similar a la afirmacion 4.2.
Utilicemos a la funcién —fy apliquemos la afirmacion 4.2.
Como fes continua en [a,b], se tiene que —f es continua en [a,b].
Por hipotesis se tiene f(a) > ¢ > f(b). St multiplicamos por -1 la desigualdad

anterior tendremos

~f(a) <—c <~ f(b).

Observemos que —f cumple con las condiciones de la afirmacion 4.2.
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De esta manera 3x, € [a,b] 3 — f(xo) = —c porlo tanto Ix, € [a,b] 3 f(x,)=¢,

quedando asi la demostracidon terminada.

Problema 4.1

Demuestre que existe x, € R, tal que f(x,)=0 donde f(x)=x"—3x+1.

Solucién

Para demostrar esto, nos gustaria encontrar una pareja de nimeros a, b, tales que f(a)
y f(b) uno sea positivo y el otro negativo.
Estimemos algunos valores.

PI’OpOl’lCmOS a 3, encontremos su imagen:
f3) =03y -33)+1=27-9+1>0.

Ahora, no es dificil ver que para cualquier valor mas grande que 3, la imagen
respectiva sera positiva, de esta forma, encontremos un nimero menor a 3 cuya ima-

gen sea negativa, por ejemplo, evaluemos fen —2:
f(=2)=(=2) =3(-2)+1=-8+6+1=-1<0.

Resumiendo, lo que se ha encontrado es una pareja de nimeros, —2 y 3, para
los cuales se tiene f(—2) < 0 < f(3),y se sabe que la funcién fes continua en [—2,3]
(f es continua en R), por lo tanto, de acuerdo con el primer teorema, se tiene que
Ax, €[-2,3] > f(x,) =0.

Ahora veamos nuestro segundo teorema.

(3) La funcién f(x)=x+2 es una funcidén continua en [—3,1]. De la figura
13 notamos que f(x)<3 Vx e [—3,1]. La funcién fes continua en [—3,1] y acota-
da superiormente.

Analicemos el siguiente ejemplo:

1/x* si x#0
Sea g(x) ={ /1x z i _0 defina en el intervalo [—2,2] (figura 14).
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Figura 13 Figura 14

%

¢Se cumple que ¢ es acotada superiormente en ¢? No, ademas tenemos que ¢
no es continua en [—2,2], ya que ¢ no es continua en 0.

Revisando estos dos sencillos ejemplos, se puede notar que los conceptos de
funcién continua y funcién acotada pueden estar relacionados.

Esa relacion se hace patente en nuestro segundo teorema.

Proposicion 4.1

Si fes continua a = 39 > 05 f es acotada superiormente en (a —0,a+ 5).

Demostracion

Figura 15

S (x)

223



INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

El problema consiste en construir un intervalo (a —0,a+0 ) tal que exista un
M e R,parael cual f(x)<M Vxe (a—§,a+5) (que x E(a—5,a+5) es equiva-
lente a escribir |x - a| <0).

Las hipotesis nos dicen que Ve>0 36>03Vx si |x —a| <o=

|f(x) - f(a)| < & por ser f continua en a.

Paraun g, > 0 fijosetdeneque 3 6, > 03 Vx C0n|x - a| <o, = |f(x) - f(a)| <g,
De esta Gltima desigualdad se tiene que f(x) - f(a) < |f(x) - f(a)| < g...(I).

De (I) se observa que Vx € (a —0,,a+ 50) = f(x)— f(a) <&, o equivalente
Vxe(a—68,a+6,)= f(x)<& + f(a).

Ahora preguntamos:

¢Cuil es el valor de & que deseamos encontrar? § =9,
¢Quién es el valor de Mparael cual f(x) <M Vx en elintervalo (a —0,,a+ 9, )?

M =g, + f(a). Con lo anterior se concluye la demostracion.

Demostremos nuestro segundo teorema.

Segundo teorema

Si fes continua en [a,b] => entonces f es acotada superiormente en [a,b].

Demostracién

Para demostrar este teorema, nuevamente se asume la sugerencia de M. Spivak (1988,

p- 178) que consiste en considerar al conjunto
A= {x | a <x <b con facotada superiormente en [a,x]} (figural6).

(1) A+ ¢ ya que a € A, puesto que fes acotada superiormente en [a,a] = {a},
esdecir,AM e R > f(x)<M Vx e {a}.

¢Cuanto vale M? Proponemos a M = f(a)+1, ya que f(x)< f(a)+1
Vx e {a} = [a,a].
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Figura 16

S &)

(IT) Se puede ver que b es cota superior de A, asi tenemos que existe & = sup A;
la idea es demostrar que o =b.

Sabemos que la relaciéon que existe entre & y b es o <b, de esta manera, se
probara que @ < b no se puede cumplir y de ahi implicaremos o = b.

Primero, demostremos que & = a no se puede cumplir.

Hagamoslo por contradiccion suponiendo que & = a.

Como fes continua en @ = 4, se tiene que 3, >0 f es acotada superior-
mente en (a -o,a+ 51) (Proposicién 4.1). Siempre se puede tener a §; como en

la figura 17.

Figura 17

Sabemos que existe x, tal que a =@ < x, <+ J, con x, <b y como fes aco-
tada superiormente en [@,a + &) por ser subconjunto de (@ — &, + &, ), se ob-
tiene que f es acotada superiormente en [a,xo] que es subconjunto de [a,a + 0, ),
y por lo tanto x, € A.

Luego, como & < x, tenemos una contradiccidn, puesto que @ = sup A, es de-
cir, se contradice el hecho de que Vx € A se cumple x < a =sup A, por lo tanto,

se debe tener a < .
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(ITI) Ahora demostremos que es falsa la desigualdad o < b.

Como « € [a,b] y fes continua en [a,b], entonces f es continua en o.

Utilizando la proposicioén 4.1, se tiene que 39, > 03 [ es acotada superior-
mente en (a -0,,a+9, ) Siempre se puede tener 6, como en la figura 18.

Comoa=supA=Ve>0 Ix, € A>a — ¢ <x <a,en particular para nues-
tra &, se tiene que Ix, € Ada -9, <x <a.

Figura 18

a a-6, x, q x, a+ti, b

Asi también, 3x, e R con @ <x, <a+9, y x, <b.

Como x;, € A= f es acotada superiormente en [a,xl ], y como festa acotada
superiormente en (a -0,,a+ 9, ), entonces f estd acotada superiormente en [xl, xz]
que es un subconjunto del intervalo de radio 6,.

Asi concluimos que fes acotada superiormente en [a, X, ], y esto significa que
x, € A con & < x,, contradiciendo el hecho de que @ = sup A; por lo tanto, es falso
suponer & < b,y de esta manera afirmamos que @ =b.

Con lo anterior hemos demostrado que Vx € A, facotada superiormente [a, x]
se tiene que x < b = ¢, pero atin no se demuestra que fes acotada superiormente [a, b].

Para ver esto, se tiene que como fes continuaen b 30, > 05 f esacotada su-
periormente en (b -90,,b+ é;) (Proposicion 4.1).

Nuevamente, como b =a =sup A se tiene que Ve >0 Ixe Adb—e<x <
b=, asi, en particular para nuestra §, Ix, € A conb—-0,<x, <b=«.

Como x, € A= f es acotada superiormente en [a,x4], luego como fes aco-
tada superiormente en (b - 53,b] por ser un subconjunto de (b -0,,b+ 53), con-

cluimos que f es acotada superiormente en [a,b].

Afirmacion 4.4

Si fes continua en [a,b] = f es acotada inferiormente en [a,b]‘
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Demostracién

¢Qué significa que fsea acotada inferiormente en [a,b]?

QuedNeR> f(x)2N Vx e [a,b], esto significa que se debe obtener el va-
lor de N que satisfaga la desigualdad.

Como fes continua en [a, b], entonces —fsera continua en [a, b] y por el segun-
do teorema se tiene que —f es acotada superiormente en [a,b], es decir,AM e R > -
f(x)SMVxe [a, b]; si se multiplica por —1 esta desigualdad se tiene que 3— M € R >
f(x)=2—-M Vxe [a,b], de esta forma la N buscada es N =—-M.

Importante

Del segundo teorema y la afirmacion 4.2, se concluye que si f es continua en [a,b],
entonces f es acotada en [a,b].

Se le recomienda al lector exhiba un ejemplo de una funcioén, la cual no sea
continua en un intervalo cerrado y a la vez no sea acotada.

Hacemos notar que, en general, es falso decir que si fno es continua en [a,b],

entonces f no es acotada en [a,b].

Figura 19

Veamos el siguiente ejemplo:

) ox s xe[O,l]
Seaf(x)_{x/z si xE(LZ]
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Cuya grafica aparece en la figura 19, fno es continua en 1, pero si es acotada

tanto superior como inferiormente.

(4) Sea f(x)=2x—3 definida en [0,2] (ver figura 20).

Como fes continua en [0,2], se tiene que es acotada en [0,2], una cota su-
perior para f es por ejemplo 6, observe que f(x)<6 Vxe [0,2], incluso, lo mas
grande que puede ser f(x) se da cuando x =2.La Gltima observacién nos dice que

fx)< f(2) Vxe[0,2] y 2€[0,2].

Figura 20 Figura 21
L "/: -1 1
0 2 i
1
-3

Se puede pensar que existe x, =2 en el intervalo [0,2], tal que f(x)< f(2)
Vx e[0,2].

(5) Para la funcién g(x) = —x’, definida en [—1,1] (ver figura 21), ndtese que
g(x) < g(0) Vx e[-1,1] y 0 €[-1,1].

La figura 21 muestra la grafica de una funcién f continua en [a, b], para la cual
existe x, € [a,b] 3 f(x)< f(x,) V x€ [a,b].

Lo anteriormente mencionado constituye el tercer teorema (ver figura 22).

Tercer teorema

Si fes continua en [a,b] entonces Jx, € [a,b] 3 f(x)< f(x[,) Vx e [a,b].
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Demostracién

¢Qué significa probar que Jx, 3 f(x) < f(xo) Vx e [a,b]?

Que se debe construir, proponer o dar evidencia, de la existencia del tal
x, que cumpla con f(x)< f (xo) Vx e [a,b]. Para ver esto, utilicemos al conjunto
A= {f(x) |x e [a,b]}, como lo sugiere y desarrolla M. Spivak (1988, p. 179).

¢Qué sabemos acerca de A?

Como fes continua en [a,b], por el segundo teorema se tiene que fes acotada
superiormente en [a,b], esdecir, AM e R > f(x) <M Vx e [a,b].

Lo anterior significa que A es un conjunto acotado superiormente, de esta

manera, se tiene que existe el sup A.

Figura 22

Llamemos ¢ =sup A.

¢Qué cumple a?

Cumple f(x)La Vxe [a,b], donde o es el menor de los nimeros que cum-
ple la desigualdad.

Nos gustaria encontrar un x, € [a,b] tal que f(x,) = &, para que se cumpliera
que 3x, E[a,b]af(x)ﬁf(xo) ‘v’xe[a,b].

¢Coémo demostrar que Jx, € [a,b] 3 f(x,))=a?

Demostrémoslo por contradiccion.

Supongamos que Vx e[a,b] f(x)#a; de esta forma, la funcién g(x)=
1

a— f(x)

serd una funcién continua en [a,b] (verifique esto).
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Como a =sup A = sup{f(x) |x e [a,b]}, se tiene que
Ve>0 3f(x)eA conxelab]3a—e< f(x)<a.

Ahora, observe que o — € < f(x) nos dice que @ — f(x) < & y de esta mane-

1 1
ra tendremos — < —) =g(x). Note que se ha llegado a lo siguiente: V& >0

e a—f(x
1

dx e [a,b] k) = < g(x).

Lo anterior nos dice que si tomamos un & > 0 muy pequeflo, existe siempre un
X € [a,b] tal que g(x) es mas grande que —, el cual es grande. & puede ser cada vez
mas y mas pequeno y siempre existird un x € [a,b] para el cual g(x) sea mas grande
que — (recuerde que — es grande si € es pequeno). Lo anterior nos dice que ¢ no
es acotada superiormente en [a,b], pero como g es continua en [a,b], se contradice
asi el segundo teorema.

Por lo tanto, es falso suponer que Vx € [a,b] f(x) # a. Finalmente, debe ser
verdad que 3 x, € [a,b] 3 f(x))=a,ycomoa =sup A,osea, f(x)Sa Vxe [a,b],
se concluye entonces que 3x, € [a,b] E} f(x) < f(x,) Vx e [a,b].

Veamos la siguiente afirmacion que se sigue del tercer teorema.

Afirmacion 4.5

Si fes continua en [a,b], entonces Jx, 3 f(x) 2 f(xo) Vx e [a,b].

Demostracion

Si se considera a la funcién —f, como f es continua en [a,b], entonces —f es conti-
nua en [a,b], y por lo tanto se cumple el tercer teorema, es decir, existe x, € [a,b] E}
—f(x)<—f(x,) Vxe [a,b]. De esta forma, como de —f(x) < —f(x()) se tiene

f(x)Z f(xo), se concluye que existe x, € [a,b] 3 f(x)2 f(x,) Vx E[a,b], que-
dando asi la demostracién concluida.

Importante

El tercer teorema y la afirmacién 4.5 nos dicen que si fes continua en [a,b] existen
X, X, e[a,b] EY f(x1)S f(x)S f(xz) Vx e [a,b] )
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¢Qué podria decir de x; y x, en caso de que f fuera una funcién constante?

Problema 4.2

Sea f continua en [a,b] y b < ¢ como en la figura 23, se afirma que existe x, € [a,b]

tal que la distancia de (960,f(x0 )) al punto (C,O) es minima.

Solucién

Figura 23

\(c, 0)

La distancia entre los puntos (x, f(x))y (¢,0),donde x € [a, b], genera una fun-

cidn la cual depende de x, esta es:

La funcién d es continua en [a,b], por lo tanto, existe x, € [a,b] tal que
d(x,) < d(x) Vx e [a,b], de acuerdo con la afirmacién 4.5, asi d(x(,) es la minima

distancia entre la grafica de f continua en [a,b], y el punto (C,O).

231



INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

EJERCICIOS

4.1 Decir si estan acotadas, superior o inferiormente, en el intervalo indicado, las
siguientes funciones:
1/x* si x<a

) en[—a—l,a+l]c0na>0
a+2 six2a

a) f(X)={

x? st x<a

b) g(x)z{ en (—a—l,a+1)

a+2 st x>a

4.2 Para cada una de los polinomios f, hallar un entero » tal que f(x)=0 para al-

gin x entre ny n + 1.

Q) f(x)=x"-x+3
b) g(x)=x5+5x4+2x+1

43 Sinespary f(x)=x"+a,x"" +..+a, entonces existe un ntimero y tal que
f(y) < f(x) V x (ver Spyvak, capitulo 7, teorema 10).

4.4 Demostrar que si & >0 entonces existe x, tal que x,” = &.
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Glosario de simbolos

pertenece

no pertenece

uniéon

interseccion

contenciéon

tal que

tal que

existe

para todo

tiende a

infinito

implica, entonces

siy sdlo si

conjunto de los nimeros naturales
conjunto de los nimeros enteros
conjunto de los niimeros racionales
conjunto de los nimeros irracionales

HsaoNnzllsl <cwe_nDdDCaan

conjunto de los nameros reales
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Este libro contiene los temas basicos sobre funciones de
una variable real, a partir del conocimiento previo de las
propiedades y los resultados mas importantes sobre nime-

ros reales y sucesiones. Los contenidos expuestos sobre
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funciones, representan una partitura fundamental para el
inicio del estudio del cédlculo desde un punto de vista avan-
zado. La intencidn de este texto es presentar los resultados
basicos sobre funciones de una variable real, donde se haga
explicita la metodologia en la presentacion y desarrollo de
los contenidos y las demostraciones que emergen de los
planteamientos. Entre los lectores a quien va dirigida esta
obra se encuentran estudiantes de los primeros semestres
de matematicas o fisica, y también de posgrado en diferen-
tes ramas de ingenieria, economia o administracion, cuyos
programas de estudio exigen un manejo de métodos cuanti-

tativos en un nivel avanzado.





