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Los autores de la presente obra agradeceran
toda sugerencia o comentario
sobre el contenido de fa misma.

En e ambito de la Matematica subsisten, a la fecha, debates que parecen
interminables Como ejemplo, dos de ellos ,se crea (Inventa) la Matematica o
se descubre?, ,son indispensables las demostraciones formales y ngurosas o,
en ciertas circunstancias, se puede prescindir de ellas? En su libro Matematicas
La pérdida de la certidumbre, Morns Kline sostiene que las matematicas puras
modemas se han desarroliado en cuatrodirecciones abstraceidn, generalizacion,
especializacion  y axiomatizactdin En  consecuencia, resulta pertinente
preguniarse st tales trayectorias chocan con el potencial de aplicabiidad de la
matematica o bien, por lo cantrano, las aplicaciones debilitan el desarrollo de los
caminos mencionados

Por gjemplo, Willam R Hamilton (1805-65) cred los cuaterniones
{nimeros de la forma, abi + ¢+ dk, donde, ==k =v-1) y los aplicé a problemas
fisicos y geométricos Arthur Cayley {(1821-95)invento el dlgebra de matrices gue
son ordenanientos rectangulares de nimeros Los cuaterniones y las matrices
fueron creaciones que propiciaron el surgimiento de una gran vanedad de
algebras cuyas singulares propiedades ocasionaron que algunos matematicos
cueshonaran la aplicabilidad de la aritmética Cayley demostro el teorema de
Hamilton-Cayley para matnces de orden 2x2 y al poco tiempo sostuvo gue no
creia necesano demostrar formalmente el teorema para el caso general de
matrices de orden nxn Tanto Cayley como Hamilton velan a la matematica
Incrustada en la mente humana a diferencia de guienes, en su tiempo, afirmaban
que la verdad matematica es descubierta, no inventada, en ofras palabras, se
desarrolla y se profundiza el conocimiento que el ser humano adquiere de la
Matematica que ya esta alli en alguna parte

El dlgebra lineal es Ia rama de las matematicas cuyo objetivo es resolver
sistemas de ecuaciones que se expresan en forma matncial Ax=b, para le cual
estudia conceptos tan abstractos como las matrices y sus operaciones, asi como
los espacios vectoriales entre ofros conceptos Lo mas relevanie de esta rama
de las matematcas es su aphcabiidad a diversos campos del conocimiento,
en tanto sea posible convertir del lenguaje verbal una situacitn susceptible de
ser modelada mediante el lenguaje del dlgebra lineal, es decir, convertirlo a un
sistema de ecuaciones

En estas notas se ofrece los conceptos y herramienias operativas
esenciales para capacitar al alumno al planteamiento y solucidn de este tipo de
problemas
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0

Antecedentes algebraicos

En esta seccion se presentan conceptos basicos minimos del algebra,
necesarios para la comprension de los aspectos tedricos del algebra lineal
y sus ejemplos, asi como la ejecucion de los gjercicios

01

0z

03

La regla de los signos
Sean dos nlimeros reales a, b entonces se cumple que
(+a){(+b)=ab

(+a)(-b) =-ab
(-a)(+b) =-ab
(-a)(-b) = ab

Suma de expresiones algebraicas

Un término algebraico formadeo por el producto de una vanable por
una constante 5x, 3y, 3 9z%, 1567w se denomina moncmio

Una expresion algebraica es la suma o resta de dos o mas
términos algebraicos 5x+3y, x*+4x+2,

Si esta expresion tiene dos términos se denomina binomio, si
tiene tres tnnomio En general a la expresidn algebraica con mas
de un término se le denomina polinomio

l.a suma de polinomios se realiza sumando solo términos
semejantes, es decir, se¢ suman o restan los coeficientes de los
términos con las mismas variables

Por ejemplo sumar las dos expresiones siguientes

(3x +2y) y (-Bx +8y)

=> (3x +2y) + (-5x +8y) = (3-5)x+(2+8)y = -2x+10y

La resta es (3x +2y) - (-Bx +8y)= (3x +2y) + (-(-5)x -8y)
= (3+5)x+(2-8)y= 8x-By

La Linea Recta

Una linea recta esta definida de manera dnica por dos puntos
Una linea recta tiene al menos dos representaciones equivalentes
en forma de funcidon y=mx+b donde m es la pendiente y b la
ordenada al crigen, o bien como una ecuacion ax+by =¢
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Ejemplo encontrar la recta que pasa por los dos siguientes
puntos (1.2)y (4,5)

Ay (y2-v,) _ (5-2) 3

La pendiente de la recta es — = —=1

AX (x%,)  (4-1) 3

La representactén de esta recta en la forma y=mx+b es
(¥-¥,)=mix-x,)
(y-5)= (x-4)
y=x -4+5
y=x+1

La representacion de la misma recta en la forma ax+by=c sera
De y=x+1,

y—xX=10bien x-y=-1
Para graficar una recta dada en la representacion y=mx+b, se
encuenira la ordenada al ongen b, en el gje de las ordenadas
y, de ahi se avanza a la derecha una unidad y se avanza hacla
ammba ¢ hacla debajo de acuerdo a su magnitud y al signo de la
pendiente, hacia arriba si la pendiente es posifiva y hacia abajo sl
es negativa
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Ejemplos

a)  y=2x+1 b) y= -2x+1

Si la recta esta expresada mediante ecuacion, basta evaluar dos
puntos, ya que dos puntos determinan de manera Unica una recta
Ejemplos

2x-y=-1, esta recta pasa por los puntos (1) v (-1/2, 0), cuya
grafica corresponde al inciso a) del ejemplo anterior

La recta 2x+y=1, esta definida por los puntos (0,1) y (1/2,0), y su
grafica es la del inciso b} del ejemplo anterior

La solucidn de sistemas de ecuaciones con dos incognitas Desde
la grafica de las rectas que representa cada ecuacion hasta los
meétodos de solucion

El siguiente sistema de ecuaciones iineales con dos incdgnitas

2x-3y=0
2x+3y=12
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Cuya representacion grafica es la siguiente

Y R — -
B w
: Bey=0 /
$ -

.

NN

El punto de interseccion (3,2} corresponde a [a soluctdn Unica del sistema
Es decir, el punto donde se intersectan las dos rectas se llama solucién
del sistemma de ecuaciones hneales, porque satisface las ecuaciones
simultaneamente

tl siguiente sisterma de ecuaciones iineales con dos incognitas

2%-3y=0
2x-3y=-3

Cuya representacion grafica es la siguiente

f J

No tienen solucion porgue no hay ningun punto de mnterseccion de las
rectas, debido a que son paralelas

Los métodos para encontrar la sclucion de un sistema de dos ecuaciones

con dos incégnitas son
Suma y resta, sustitucion y el método de Cramer
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1 Suma y resta
Considere el sistema de ecuaciones

2x-3y=0
2x+3y=12

Restar la ecuacion 2 dela 1,

2x—3y=
2x-3p=0 ¥y =0

_ oblen _s._3y-_
(2x+3y=12) 2x—3y=-12
—6y=-12

Despejar la variable v y=2
Sustifwir en cualquiera de las ecuaciones y despejar x

2x=32)=0= x=3
[ a solucion es (3, 2)
2 - Sustitucidon

Considere el sistema de ecuaciones 1
De la primera ecuacion despejar x

2x -3y =0
2x =3y
x =y

Sustituir la vanable x en términos de la vanable y en la segunda
ecuacion

3

2 = |ly+3y=12

)ew
6y =12
y=1

Finalmente, sustitur el valorde yen x = %y = -35(2) =3

La solucién es (3,2)
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3 El método de Cramer

Este método es apropiade para los sistemas de dos' ecuaciones con
dos incognitas

Un determinante general que se denota con la letra griega mayiscula
delta (A} en un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas

ax+by=c
dy+ey=f

Es el nimero que resulta de hacer la siguiente operacién con los
coeficientes de las ecuaciones del sistema, es decrir

a b
A= =ae—db
d e

Los determinantes A, y Ayse calculan al sushturr el lado derecho del
sistema en la columna de x o y respectivamente

A
La solucidn del sistema es. x = A" , Y= Zy siemprey cuando A # 0,5%A=0

el sistema o no iene solucién porque son parafelas o tiene infinidad de soluciones

porgque es la misma recta

Considere el sistema

2x -3y =0
2x+3y=12

Los tres determinantes

2 -3
A= =2x3-2(~3)=12
23
0 -3 2 0
A, = =0x3-12(-3)=236,A = =2x12-2(0) =24
12 3 »Tho12

1 Este metodo es apropiado para sistemas de 1 ecuacionas ¢on 11 Incognitas en esta seccion solo s&
lustra para sistemas de dos ecuaciones con dos ncognitas
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b

La solucién es

36 24
365 o,
TR YT

Ejercicios 1

Encontrar las rectas que pasa por los siguientes pares de puntos (8,3)
y (-1.-1), 34y (-2.2), (1.1)y (-2.3)

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lhineales de dos
incognitas con dos vanables

2 1 Graficar las rectas y encontrar una aproximacion a la solucion en
la grafica

2 2 Resolver con el método de suma y resta

2 3 Resolver con el método de sustitucidn

2 4 Resolver con el método de Cramer

1 2x-3y=4 2. -Xx+y=-5

3x+2y = 6 9x -9y = 36
3 -3x+y=-15 4 3x-~4y =7

9% -9y = 36 -6x + By = -14

5. (x-7)/{y+1) =3/2 6 (3/4)x - y= 8

2x + y = -3 x +(2/5)y=2
7. -7x+10y = xy 8. 9/x + 8/y =-1

14x - 5y = xy 12/ - 7/y =15/2
9. 9x + 8y =-10 10, 4/(x+5)-6/(y-2) = 4/3

12x - 7y =15 3/(x+5)+18/(y-2}=7/2
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I Introduccién al algebra lineal

El Algebra Lineal es el 4rea de la Matematica cuyo objetivo es resolver
matricialmente sistemas de ecuaciones lineales Por ello el concepto
central en dicha area es el de matriz.

Una matriz se define como un arreglo rectangular de niumeros en
m renglones y n columnas, donde m3 n indica la dmensién o tamafio de
la matrz

Las formas mas comunes para denotar una matnz son letras
mayusculas o letras minlGisculas con doble subindice entre paréntesis Los
nimeros que constituyen una matnz se suelen denommar elementos,
que se pueden representar con letras mindsculas doble subindice sin
paréntesis El primer subindice indica el renglon al que pertenece el
elemento y el segundo identifica a la columna Para presentar todos los
elementos de una matnz dada se pueden utihzar paréntesis curvos o
rectangulares Una matnz de tamafio ms nes

4 4

a

il mn

Se define que dos matrices dadas A y B soniguales si para todo elemento
de una y otra matriz se cumple que a, = ]:)I donde el pnmero es elemento
del renglén 4, columna j de la matnz A'y el segundo es elemento del mismo
renglon ¢, misma colurmna | en la mairiz B
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Il Matrices especiales

Una matriz nula es aquella en la que todos sus elementos son cero y se
puede representar con O

Una matriz identidad I es una matnz cuadrada en la que fos
elementos de la diagonal principal son *1° y los restantes son '0’

1 0 0
0 1

1=
0 I

Una matriz transpuesta, que se denota por A%, se obtiene de
intercambiar los renglones por las columnas de A, st Aes de orden mxn con
registros (aU), la matnz transpuesta sera de orden nxm con registros (aﬂ)

a, 4y 4

m |

a4y a, Ay dp Ay,
5 A = a, dp a,, Al =
am] amZ amu
Ay, 3, A,

Matrz inversa A’
Dada una matriz A matriz cuadrada su inversa A" (sl existe) es aquella tal
que

ATA= = AA

Propiedades de la inversa
Dada una matnz cuadrada A

1 Lainversa de su inversa es ella misma [A']'=A

2 Lainversa de la transpuesta de A es la transpuesta de |a inversa
[AT'=[A"]

3 Si se premultiplica por otra matriz cuadrada B la inversa de la
matriz producte [AB]" es el producto intercambiado de las
respectivas inversas B'A”

4 El determinante de su inversa es el reciproco de su determinante
|AY = 1A
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lll Operaciones matriciales

Existen tres operaciones entre mairices adicién, multiplicacion por un
nitmero K y producto matricial

Adicion
ay, +h, a,+h,
A+B = (au+bu) = : a,, +b,,
aml+bm1 amn+bmn
Multiplicacion por un niamero k
ka ka,,
kA = (ka,) = | - ka,,
ka,, ka,,
Producto matricial
281 a ,
bll bln
Amxp B, = x =
b b
2 amp sl £
a, by - +a b, anbln+~--+aipbpn-!
_ ab, +-+a,b,
amlbll + .+am pbpl am lbln +-”+ampbpnj
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a“ alp
bn bln
Amxp Bpxn = =
b, - b,
ﬁam] e amp_‘
r -
CLI clu
= C.lj
_cml e Cm.’z_

donde cada ¢, es la suma de productos de cada elemento del renglén 1 de
A por el correspondiente elemento | de B

b

Ly
= "2 = (autr, + b 5,,)
C, =\, & --oa,)e - =\aah, ta,t,, -t b,

o F
,bPl

Estos productos se conocen como producto punto o producto interior.

Ei concepto de matnz y las operaciones matriciales sirven para presentar
en forma sistematizada conjuntos de datos o para obtener resultados a
partir del manejo matricial de tales conjuntos

Ejercicios 2

1 - Considerar las siguientes matrices

-1 0 2 1 0o o0 2
A=3 4 5 B= 0 5| C=|3 0
0o 1 -1 -6 0 0 -2 4

Calcular a) A-2B, b} 3A-C, ¢)BA, d)CBA
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0 -3 4 -1 321
2 -Seanlas matnces A=|1 2 = C= 2

-2 5 s 3
4 6

T 2 5 6 21
D=1 0 ~-1/E={-1 0 35

01 -1 7 -6 0
Calcular

a) AB, b) D+ E, c)E - D, d) ED,

e) DE, f) -5B, g) D I+E, h) AMBC)

1) EDY, 1) A+ CY k) (E+Dy? N E2+2ED+D?

H1.t Aplicacién de las operaciones matriciales

Ejempio 1

Sels pasantes de licenciatura necesitan fotocopiar el onginal de sus tesis
y cada uno debe entregar 15 ejemplares Se consiguld que un servicio de
fotocopiado les cobrara $0 30 por hoja en blanco y negro, y $8 00 por hoja
a color El totai de hojas por tesis es

Numero de hojas

Pasante | B/N | Color
I 70 10
II 56 20
III 25 40
v 100 8
A" 85 15
\"2 1 94 10

Determinar cuanto debe pagar cada pasante

Para abordar este problema el primer paso es constiturr las siguientes
matrices

70 10]
56 20
25 40 ) 3

4= matriz del mimero de hojas , B = matriz de precios
100 8 8
85 15

94 10
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El segundo paso consiste en multiplicar esas matrices

70 107 101
56 20 176 5
JU EE AR [03 _ 3215
100 8|8 94
g5 15 1455
T 1082

La matriz resultante es la matnz de costos por una copia por tesis para
cada pasante En consecuencia, lo que debe pagar cada uno esta dado
por el siguiente producto

$
101 ] 1515 ]
176 5 2652
5 3275 ) | 49125
94 1410
1455 21825
1082 | 1623

Ejemplo 2

Un grupo de cinco amigos fueron a comer tacos En la taqueria, a cada
uno le entregaron una hoja impresa donde debian anotar s1 querian tacos
0 tortas u otro tipo de alimento y qué bebida deseaban Al duefio del lugar
le interesa tener en pantalla un formato que le permita determinar la cuenta
de cada chente y Ia cuenta total por mesa una vez que se registre cada
pedido indndual

l.a hoja de orden tiene las siguientes columnas

| Alimento Cantidad Precio
TACOS X $
TORTAS
ENSALADAS
POSTRES ]
BEBIDAS X $
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La orden fue

19

Cliente Al De De De
pastor | bistec i chuleta | costilla | alambre | Refresco | Agua
Amigo 1 3 2 1 - - - 2
Amigo 2 2 2 1 2 - 2 -
Amigo 3 2 1 1 1 1 1 1
Amigo 4 5 1 - 1 - 2 -
Amigo 5 2 - 2 1 1 - 3
Los precios correspondientes son
Al De De De
pastor | bistec | chuleta | costilla | alambre | Refresco | Agua
$ 10 15 11 20 50 12 10

Para saber cuanto tiene que pagar cada uno de los amigos se constituye
una matnz chente /alimento y se post-multiplica por una matnz columna de

precios

32100
221 20
A=2 1111
51 010
202 11

3 21

2 21

AB=12 1 1
510

20 2

(=R L ]
[ el =

— = = ko
— O e o D

matriz
de

chientes/alimentos

L= S B e S I e}
[P I == R T

[10]
15

11
20
50
12
10

10
15
11

B =|20

91
125
138
109
142

50
12
10

1

matnz
de

precios

matriz

de

consumos
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Ili.2 Matrices y graficas de relaciones sociologicas

Entre las personas se dan varos tipos de interrelacion asi como de patrones
de comportamiento La tecria matncial puede ser aplicada para modelar
tales patrones Entre las relaciones mas comunes estan las siguientes

1 Relaciones de comunicacidon una persona desea o no hablar con otra

persona
2 Relaciones de dominacion una persona domina o es dominada por otra

persona

Estas se pueden representar mediante las denominadas matrices de
relaciones, cuyos elementos son binarios puesto que

a. =

{ 1 811 tiene relacion con
o

0 strno tiene relacidn con 7

Otra forma de representar tales relaciones es a través de una grafica
Una grafica G(N, A) consiste de un par de conjuntos, N es el conjunto de
nodos y A el conjunto de aristas que unen a cada par de nodos

La ansta (1) es la que une al nodo 1 con el nodo vy se representa asf

0 —

Sruna anista tiene direccion se representa

0! -0

De esta manera, una grafica dingida tiene nodos y flechas

Noétese que una matriz de relaciones y una gréafica dingida son equivalentes

Ejemplo 3

Supongase un grupo de cualro personas gue se comunican entre si de
manera tal que [a persona s entra en contacto con la persona j, eflo significa
que a=1, en caso contrano a=0 La comunicacion entre esas cuatro
personas esta dada por la siguiente matriz

PP Ps Py
2 0 0 0 1
p, L0 1 1
p, |0 0 0 1
p, (O 1 0O O
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La grafica dingida que corresponde a esta matriz es

Py e P2

Obsérvese que en esta grafica dingida, las comunicaciones directas son

Py =Py P PPy Py P = Py Py PYR, — P, Y noétese que entre p,
y p, hay comunicacton en ambos sentidos

En la misma grafica dingida se puede observar que p, puede comunicarse
con p, a través de p, y con p, a través de p, y p,

El nimero de comunicaciones entre cada par de personas habiendo un
intermediano, se determina multiplicando la matnz A por si misma, es decir

¢ 0 01 00 01 01 00
s 1 01 1 1 0 1 1 01 0 2
A" = =
00 01 00 01 0100
01 0001 00 1 011
Asi, las comunicaciones entre pares de personas con un intermediario son
Depap Inicial intermediario_final
P1 = P2 pr = Py — Pz
P2 — P2 p2 = Pa - P2
P2 — P11 — P4
P2 = Pa p > Pz — Pa
Pz — P2 ps — Ps — P2
Ps = P1 Pa — Pz — P1
P4 = P3 ps — p: = P3
__Pa— P4 Pa _— P2 — Pa

p, ¥ p, aparecen en los siete casos presentados, por lo que se puede
conclulr que esas dos personas son 1as que tienen mejores perspectivas
de comunicarse

En forma andaloga, para establecer el nimero de formas de comunicacion
entre pares de personas con dos intermediarios basta calcular A*

000 1][01 01 Lot 1
woaar o |rorrtore 2y 12
000 1]/0o1 00 1o 11
01 00]1001 0102
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La lista de comunicaciones enire pares de personas con dos intermediarios
es

Dep ap, inicial intermediarios final
pP1—= P Pr = Pa—=>p: > Py
P11 P pr = Ps—=>pPz > P3
P1— P4 Pr = Pa—=pP2 = D
Pz = P1 P2 - Pa—=P2 = D1

P2 & P1—= Pz > P2
P2 P2 P2 — Pi=>ps > P2
Pz — P3 Pz = Psa—=>D2 = P3
Pz —> P4 Pz = Pa—=>pP2 o Pa
Pz —=> P Pz = Pa—pz = P
P3 — P3 Pz -+ Pa—>pz = P3
Pz — P Ps & P4a— P2 = Pe
P4 — P2 Ps = Pz—>Psa > P2

Ps = P21 — Ps
P+ P Pa — P2—P3 & Pa

Estas formas de comunicacion estan en la grafica presentada y se pueden
extraer como subgraficas A manera de ejemplo se presentan los dos

Casos,
* P1—P3

P1 = P4 P2 = B3

¢ P:->pa

(P (2) (P2)
(e ()

P+ = Pr=> P11 o D Pe = P> P = s

Visualmente se puede verificar que estas subgraficas estan contenidas en
la grafica onginal

Ejemplo 4

El tipo de relacion presentado en el ejemplo 4 es distinto al que ocuire en
una relaciéon de dominacién En aquel, sl una persona P esta en relacion con
otra persona Q, ésta puede estar 0 no en relacion con P En cambio, en las
relaciones de dominactdn si P domina a Q, entonces Q no puede dominar
a P Es decrr, en esta clase de relaciones no puede haber reciprocidad

1 s 1 dommaa;
a =
Y 0 st : nodomnaa
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Sia, =1 mmplica a,=0yvceversag, =0 mmplca a,=1
Para que una matnz represente una relacion de dommnacion se debe
cumplir que

011 1
1 01 1
A+A' =1 0 1
1 11 0

La grafica dingida de una matnz de este tipo no puede contener segmentos
con doble flecha
Considérese una matnz que represente las interrelaciones entre cuatro

personas

[T e B e B <
e e R
[ R
o - =

La grafica respectiva es

La transpuesta de la matriz A es

Al =

_— == D
—_ = O <
-l O O
oo o o

Y por lo tanto, A + Al resulta

A+A =

e =]
—_ e S
— & =
D = =
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La confrmacion algebraica de que hay relaciones de dominacion entre
esas cuatro personas como lo indica la grafica presentada es que la
suma de la matrrz inicial y su transpuesta sea una matnz donde todos los
registros de la diagonal principal son 0 y los restantes 1

Ejempio 5

Supongase un prnimer grupo de cuatro personas que se Infectaron con
el virus de influenza y que tuvo contacto con un segundo grupo de tres
personas Estas a su vez entraron en contacto con un tercer grupo de
cinco personas Se trata de establecer si estas cinco personas contrajeron
la enfermedad a través del segundo grupo

Si A es la matnz de contacto entre el primer grupo con el segundo
y B la matnz de contacto entre el segundo con el tercero

Vi Yoo o 2 Zp 2y Iy ZIs
i1 01
»l1 6 0 0 1
x10 ¢ 1
A = B =001 0 0
L1 0 0
»nil11 0 1 0
o0 0 1

El producto de las matrices antenores indica el numero de formas de
contacto entre las perscnas del primer grupo vy [as del tercero a través del
segundo grupo

AB =

[T N
[ e T
==
(= ]
- o o
[ .

I

2
1
1
1

o o o o
—_ o =
—_— S =
o B e e
—_— S e
L R

Expresado con grafica

GRONCRO
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La interpretacion es la siguiente

La persona x, del prmer grupo contagiara a la psrsona z, del tercer grupo
por dos formas x,— y,— Z, x,—Y, — Z,yde unasolaformaa z,z, vz,
es dectr X, — Y, —Z,, X, =Y, ~Z, X—Y, > 2

l.a persona x, del pnimer grupo contagiara a las personas z,, z, y 2, de la
siguente manera X, Y, — Z, X, Y, Z,, X, Y, — 2,

La persona x,del primer grupo solo contagiara a las personas z,, y z, de la
siguienie manera X,— Yy, — Z, ¥ X, Y, = Z,

La persona x, del pnimer grupo contagiara a las personas z,, z, y z,de la
siguiente manera X, vy, — Z, X, Y, = 2, X, ¥, — Z,

Las sumas de las columnas nos indican cuantos contagios recibieron cada
una de |as personas del tercer grupo, z, tiene cinco posibles contagios,
z,, ¥ Z,hienen tres posibles contagios respectivamente, z. dos posibles
contagios, mientras que z, no tiene contagio, porque et Unico contacto que
tienen es con y, y éste no tuvo contacto con ninguna persona del grupo
una

Las sumas de los renglones indican a cuantos y de cuantas formas
contagiaron las personas del grupo uno a las personas del grupo tres
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IIL.3 Matrices de Markov

Los procesos de Markov? se utilizan para modelar situaciones que describen
clases o estados separados, de manera que el sistema esté en un solo
estado cada vez y que se conozca o pueda determinar la probabilidad de
pasar de un estado a otro

Situaciones cuyo comportamiento se puede medelar como un proceso de
Markov
= Comportamiento de los clientes gue pueden comprar entre las marcas
A, B o C Un cliente puede comprar la marca A, B o C, pero una compra
comprendera s6lo una de las marcas Sila compra de una marca depende
exclusivamente de la compra mas reciente y no de las anteniores
« El comportamiento de una maguina, que puede estar en un estado de
gjustada o desajustada, con probabilidad de pasar de un estado a otro
cada vez
+ Analisis de cuentas por cobrar con estados de cuentas saldadas,
Insolutas, vencidas y cuentas perdidas
e Cambios del ¢hima
e Para la planificacion escolar con el fin de determinar la cantidad probable
de alumnos que se graduaran, el porcentaje de desercion, el porcentaje
de aprobacion y de reprobacion

Los procesos de Markov se caracterizan por
¢ Tener un conjunto de estados e, e, e, ., 0 bien estados

{1,2,3 1] n}que ocurren en tiempos constantes
* La probabilidad de encontrarse en el estado 1 en el ttempo t S con
>'s =i

« Las probabilidades de transicion del estado 1 al | p, con 2p, =1
* La matnz de transicion [p,] ’
» El vector de probabiidades de estado en el penodo t S(t)

Se pueden calcular las probabilidades de que un sistema se encuentre en
un cierto estado después de n periodos partiendo de un estado iniciaf con
Sty =sHP
S{(1) =S{O)P
5(2) =5 (1) P=S{0)PxP = S(0)P?

S(n} = S{n-1} P = §(0)P"

2 Recibe su nombre del matematico Andrér Andréyevich Markov {1856 -1922}
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Ejemplo 6

En un proceso electoral se presentaron cuatro partides, A, B, Cy D, la
distnbucién de los votos en una de las casillas para los cuatro partidos se
muestran en la siguiente tabla, para los afios 2003 y 2006

La interpretacién de los niumeros es de los 20 votos que el partido
A tuvo en 2003, en 2006 1 fue para el partido A, 11 para B, ZparaCy 6
para el partido D

Cuya matriz de transicion es

005 055 01 03
007 056 014 022
007 073 011 009
007 064 012 017

Que se construye dividiendo cada elemento de la matriz de datos entre la
suma del renglon respectivo, por ejemplo 1/20 = 0 05 es la probamhidad
de gue un voto de A en 2003 se repita en 2006 para A La probabilidad
de cambiar del partido A al B es 11/20 = § 55 y asi sucesivamente se
construye la matnz de transicion

St se tiene un vector de votaciones inicial

x0) =[21 180 39 60}

Donde las entradas son los votos de cada partido, es decir, 21 votos por A,
180 por B, 32 votan por C y 60 por D

Se espera que para el siguiente periodo se obtenga fa siguiente distnbucion
de votos por partido

005 055 01 03
() =x(MT =21 180 39 &0] 007 036 014 022 =[21 179 39 61]
007 073 011 009

007 064 012 017
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Para ef siguiente penicdo de votaciones se espera que el partido A repita
con 21 votos, el B baja un voto, con 179 y los partidos C y D se mantienen
Ejercicios 3 Problemas propuestos

1 En un restaurante chino hay 6 ments y 5 meseros  Cada mesero sirvio

cantidades diferentes de los menids, como se muestra en la tabla
Los precios correspondientes de cada meni son

MenL’JAB’—C\D E [ F
precio| 100 150[ 115 [ 200 | 250 ‘ 120

A cuanto ascendid la cuenta que cada mesero recaudd?

2 Supdngase un grupo de tres personas que se comunican entre si, de
manera tal que la persona i entra en contacto con la persona j, ello
significa que au=1, en caso contrano au=0 La comunicacion entre
esas cuafro personas estad dada por la siguiente grafica dingida

Construye la matnz asociada a esta grafica
Obtén todos los contactos directos

Obién los contactos que utihzan un iItermediarno
Obtén los contactos que utilizan dos itermedianos

00 T o

3 Repite el ejercicio antenor con el grupo de tus amigos

4  Considera la grafica del ejercicio anterior .existe relacion de
dominacion?

6 Supdngase un primer grupo de tres personas que se fectaron con
un virus y que tuvo contacto con un segundo grupo de fres personas
Estas a su vez entraron en contacto con un tercer grupo de cuatro
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personas Se frata de establecer s estas cualro personas contrajeron
la enfermedad a través del segundo grupo
St A es la matnz de contacto entre el pnmer grupo cen el
segundo y B la matnz de contacfo entre el segundo con el tercero

oo W I TR 1

x1 1 0 nl 0 11

A= x0 1 I/ B=y»0019:1
Ll 1t 1 »nil 1 00

Indica el nimero de formas de contacto entre las personas del
primer grupo y las del tercero a traves del segundo grupo vy
exprésalo en una grafica

Un estudio ha determinado que la ccupacidn de un nifio, cuando
sea adulto, depende de la ocupacion de su padre y esta dada por

la siguiente matniz de transicion, donde

P = profesionista, F= agncultor, L= trabajador

estados P F L
P 8 1 1
ocupacion del hijo=  F 3 5 2
L 2 2 6

Asi, la probabilidad de que el hjo de un profesionista sea un
profesionista es 8

Cudl es la probabiidad de que el nieto de un profesionista
también sea un profesionista?

Alargo plaze (qué proporcion de la poblacion sera trabajadora®

Supdngase un vector de estado inicial de S(0) ={0 5, 0 2, 0 3]
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IV Operaciones elementales de renglones de una matriz y
escalonamiento de matrices

Una matriz se puede transformar en matnces equivalentes mediante lo que
se conoce como operaciones elementales de renglon Tales operaciones
son
a) Intercambio de renglones
b) Multipicacién de un renglon por una constante distinta de cero
¢) Suma de un renglon multiphcado por una constante distinta de
cero a cualguier otro renglén

El objetivo es transformar una matnz dada en una mainz tal que®
1 s1 1=y
a, =
0 a1 1>y
Los registros restantes pueden ser cualguier otro numero
Ese procedimiento esta constituido de m iteraciones

iteracion 1
~ 1
1- Rl i :—Rl
g a
2. R, =R, — aklﬁlw para k=2,..,m
Iteracion 2
~ 1
LR, __=—R
1 2 pav a22 1
2, ﬁk =R, ﬁakzﬁzpw para k=3,.,m
lteracion |
A 1
1. Rzprv = ;"‘Rz

e

2. f?szk—a,(}"E para k=i+1..,m,

1 Mgy

3 51 la matnz A es cuadrada (igual numero de renglones que de columnas) la expresion  es una

1 5 %

1 st = "

matnz. a, ={0 7 {nangular supenor |0 1 n, | Sila mainz es de orden general, la matnz
s1 4=y o o0 1

Ion 1 s  JF =
equivalente se denomina escalonada y puede tener laformas |0 1|, c 1 r w g
0 o o o o o0 o
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Ejemplo 7
Por medio de operaciones elementales de renglones de una maitnz,
determine las matnces escalonadas equivalentes a las siguientes matrices

Ry=R,
0 1 2 10 Rk 2 -4 8 14
a)j2 -4 § 14| — > Jog 1 2 1o
1 2 -1 8 I 2 -1 8
~ 1
Rlpw 2R1 . 1
i -2 4 R3 = R3 1 -2 4 7
R3 :R3 -(gl)Rl P ! 7 i 3
0 P2 10 E— 0 2 10
0 0 3 15 0 0 1 5
~ 1
Rlpw IORI
1?2 _RZ —(1 )}?\1 pv
10 20 407 B=R-(2R,, 12 4
b) 1 -4 2 R4=R4_(2)Rlp1v 0 -6 )
2 8§ -1 0 4 -9
2 0 -l 0 -4 -9
B LR
o 76 ’ ﬁlp"’:[il]Ra
,. A 10
R3:R3_(4)R2plv P2 4 . 23Y 1 2 4
B,= ? t Ro=Ry-|-" R 1
R4 —R4 *(*4)R2 RN 0 1 3 4 Ipn o1
-7 yd 3
vo - 00 i
00 - 00 0
3
5 1 5 4
B plv=8R| [ . 1 R '| R?pw:[_ JRZ
p b 4 2
Ry=Ry~(-1)R, ; [ s Lo
- i i Ry=R - Ky ! -
8 2 4 RBZRS_(Z)RI_D” \ 3 s 2 g 4 2
c) -1 -1 710 - —— L R
4 2
20 1 00 1
il . 2
\ 2
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Ejercicios 4

1 - Por medio de operaciones elementales de renglones de una matnz,
determine las matrices escaignadas equivalentes a las siguientos matrices

3 2 i -1 2 5 4 5 1 1
a) [ } b) |2 3 1 c) [ } 4y |2 -3
1 1 6 1 3
4 2 =2 3 =2
1 6 -4 2

e)!1 0 -1 1
-3 2 =20
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V Sistemas de ecuaciones lineales

Supdngase que en el caso antes mencionado de ios sels pasantes de
licenciatura se les dio el presupuesto por un elempiar, ellos desean saber
cual sera el costo por copla en blanco y negro, y cuanto por copia a color

101
176 5
3275
94

145 5
1082 |

El problema que ahora se plantea es

(70 10] (101 T
56 20 176 5
25 40| [x 3275
A= 100 8 Lj S
85 15 1455
94 10 | 1082 |

Donde A es la matnz de nimero de hojas por tesis, clasificadas en copas
en bianco y negro y en color
Si1 se hace la multiphicacion se obtiene lo siguiente

70x,+10x, = 101
56x,+20x, =176 5
25x,+40x, = 327 5
100x +8x, = 94
85X, +156x, = 145 5
94x,+10x, = 108 2

El resultado de la multiphcacion es un sistema de ecuaciones lineales de
sels ecuaciones con dos Incognitas o variables
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Un sistema de ecuaciones lineales tiene ia siguente estruciura

a11)(1 + + a‘!nxn = b1
am1XT t + amnxn = bm

Que en forma matricial es

4y " dy, 1 b,
amf ‘ amn 'xrl bm
O bien
Ax=b

En los sistemas de ecuaciones lineales puede ocurrir que:

1. Haya solucién unica.
2. Haya infinidad de soluciones.
3. No tenga solucion.

En los primeros dos casos se dice que el sistema es
consistente y si ocurre el tercero el sistema es
inconsistente.
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VI Métodos matriciales de solucién de sistemas de
ecuaciones lineales

Los meétodos que se presentan a conbinuacidn son de caracter general,
es dearr, se pueden utlizar para resolver cualguier sistema de ecuaciones
Ax =Db donde la matnz es de orden nxm Para los sistemas con matrices
cuadradas, de orden nxn, ademas de estos métodos, existen otros que
aprovechan las caracteristicas de las matnces cuadradas

V1.1 Eliminacién de Gauss y sustitucién regresiva
Dado un sistema de ecuaciones lineales en su forma matricial
Ax=Db

Construr fa matrniz aumentada, donde el lado 1zquierdo corresponde a la
matriz Ay el derecho al vector b de resultados del sisterma

[A]b]

Por medio de operaciones elementales de rengldn dicha matnz se transforma
hasta llegar a una matnz equivalente escalonada

[E[K]

Donde E es una matriz escalonada (trangular superior) y cada elemento de
esta matriz es
1 s1o1=7
e, =4 0 511>}
reRkR s 1<y

La matrnz aumentada [E| b'] expresada como sisiema de ecuaciones es

X te X e Xt te X =K,
0 X2+823x3+ +eEnxn = kZ

0 0 X3+ +e3nxn= k3

0G0 0 x-=k

n m
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A partir del sistema anterior se procede a efectuar la sustitucion regresiva,
es decir, como

este valor se sustitilye en la ecuacion Inmediata anterior

x =k

m-1"n m-1

de modo que X te
y asi sucesivamente
V1.2 Eliminacion Gauss — Jordan
En el proceso de eliminacién de Gauss-Jordan se repiten los des primeros
pasos de la efimmnacién gaussiana, y la transformacion de la matriz por
medio de operaciones elementales en los renglones de [a matriz es

[E[K]
Donde

1 st 1=y

e, =
0 sy

En la submatriz 1izquierda aparecen las varables y en la submatriz derecha
aparecen las soluciones

Ejemplo 8
a) Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales

Mediante operaciones elementales de rengloén sobre la matnz
aumentada se tiene la siguiente sucesidon de matrices equivalentes

‘{élpw:Rl

24 6 18 g‘ fﬁz 15 6 24 ngﬁfg)? o
15 6 24 S i HEE N 3 4 6 ___3_3_%
31 -2 4 31 -2 4

N

RZ[){V:_6R2
15 6 247 . O 15 6 24

RJ=’R34(—]4)R2 mv
0 -6 -6 -30 01 1 5
0 —14 —20 —68 00 -6 2
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élpw:-é& L5 6 24!
>0 1 1 5
00 1 :15J

Esta dltima matnz corresponde al siguiente sistema

X+ By +6z=24
y+z=5
z=-1/3

Por sushiucion regresiva se tiene

z=-1/3
y-13=5 ,y=16/3

X+ 5(16/3) + 6(-1/3) =24 , x +74/3=24  x=-2/3

Por lo tanto, el sistema tiene solucidn Unica

Xx=-2/3;y=16/3,;,2=-1/3

Comprobacion
2(-2/3) + 4(16/3) + 6(-1/3) = 54/3 = 18
(-2/3) + 5(16/3) + 6(-1/3) = 72/13 = 24
3(-2/3) + (16/3) - 2(-1/3) =12/3 = 4

by Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales

2X+ 6y =9 & 9
X+ 6y =12 La matriz aumentada es:
_ 1 6 12
3x-2y=2
3 -2 2
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Nuevamente, mediante operacicnes elementales de renglén sobre la
matnz aumentada se tiene la siguiente sucesion de matrices equivalentes

R\IFW=RW
26 9 R‘?‘i? 16 12 ffﬁ?:((;))g“’” 1 6 12
16 nl——l s 9 g 6 —15
3 -2 2 3 =2 2 0 -20 —134
. ;
Rpr= 6R2
, . 1 6 127
R3=R3 7{720)122 LR
01 52
0 0 16 |

En términos de
ecuaciones resulta

x+6y=12
y = 5/2
0=16 !

c) Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales

i

2x + 4y + 6z =9 La matnz aumentada es: 2 4 6
3x+ y - 2z=2 3 1 5

9
2
Una vez mas se aplica a esta matnz el procedimento de operaciones

elementales de renglon

1
5

{2 4 6 9} 1@2=Rr(3)§1pw \{1 2 3 9 2:' ‘QI=R1_(2)‘E§2pw N
7 7

0 -5 -11 -232
1 0 -75 ~110
0 I15 2310

1%1 m= ‘Rl ]‘;‘2 v RQ

98]
|
N
]

—
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Esta matnz expresada como sistema de ecuaciones

N ZZ:_i por lo tanto oot 7
5 10 fa solucién es: 10 'S
+ 11 23 23 11
R g2 2t
T Y 10 57

donde te R (conjunto de los
ndmeros reales),

Esto significa que este sistema tiene infinidad de soluciones porque los
valores de las vanables x, y dependen del valor que se asigne a [a variable
z Por ejemplo s1 z = 0 entonces, x = -1/10, y = 23/10

A partir de los ejemplos anteriores conviene cbservar que

Dado el sistema Ax=b
e Sim>n
o Si al menoes el Ultmo renglén es nulo, el sistema tiene solucidon
Unica y el sistema es consistente

121 ¢
1
0

La sofucién de este sistema es Gnica:
x=6,y=1

o o -
S = &

i

Raspemammascyessiod

o  Siel tlimo renglén de la matriz ampliada reducida es no nulo el
sistema no trene solucion, y el sistema es inconsistente

16 12 {
01 52 El dltimo renglon es no nulo_g indica. gue
00 16 0= 16111
fo cual es iImposible. g
«  Sim<n

o Si el dlbmo renglén de la matnz ampliada reducida no es nulo
ni en la parte de la matnz m en el lado derecho, el sistema tiene
infinidad de soluciones y es consistente

= -1/10+7/5 z; y = 23/10 -11/5 z;

[1 0 -7/s —1/10 |
z=1t te R. E

5 La solucidn es infimta- E
0 1 113 23/10 %;
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o Sial menos el Ultimo rengldn es totalmente nulo, el sisterna tiene
nfinidad de soluciones y es consistente

1 0 2 o10] {Llasolucién es infinitar
01 3 215 X= 10' ZW, y = 15 —3W—22;
00 0 00 z=t w=s5 s5teR.

[CIO——

Si1 dicho renglén es no nulo el sistema no tiene solucion y el
sistema es thconsistente

2 010 . ,
gEI dltimo renglon es no nule e Indica E
g
: H

£ 0
013215 ue 0=6 il Imposible
000 06| T P '

e Sim=n
o El sistema tiene solucion Unica si los elementos de la diagonal
principal son igual a uno y el sistema es consistente

24
5
1

La solucion es Unica E
x=-2,y=4,z=1. E

—_— N

SO RAS s
i "

[ R
o = W

o Habra infinidad de soluciones cuando el alttmo renglon sea nulo,
el sistema es consistente
24] § .
La solucion es infinita.
Xx=21-5z; y=5-2z, z=t, te R

{

o No tendra solucidn cuando en dicho renglén el elemento de la
parte derecha en la matriz amphada reducida sea distinto de cero
Y el sistema es inconsistente

[ R
< = La
[ R =

-4
24

5
ot

El (Itimo renglén es no nulo e indica que
0=1 ! Es mposible

[
S —
o = o
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Ejercicios 5

Resolver mediante el método de Gauss los siguientes sistemas de
ecuaciones lineales

1) 2x +oy 4z =1 2) x+3y-3z=-5
X +3y-2z =4 2x- y+z=-3
2x+vy-3z=1 -Ox + 3y -3z =4

3) 2x-3y+z=2 4} 4x-2y+z=-4
3x +2y-z=-5 X+3y-2z= 7
Ex -2y +z=1 10x~y+ z=12
5) x= -1 +4y 6) X+y =4
3x -2y =z 2x-3y =7
X +y =3 3x+2y = 8
7)) x+ y+ z=4 8) X+ 3y -3z =-5
2x+3y+2z=5 2x - y+z=-3
9) 8x + 4y = 10 10) 2x- y-z=0
-6x+3y = 8 3x+4y+z =0

4x-2y = -4 10x -y +z



44 Irene Sanchez Guevara » Victor Brefia Valle

V1.3 Célculo de la matrizinversa por medio de operaciones elementales
en los renglones de una matriz

La matnz inversa A" (s1 existe) de una matrniz cuadrada A es aquella que
A'A=1=AA"

Una manera de calcular la inversa de una matriz es por medio de
operaciones elementales en los renglones de la matnz, es decir

OpEraciones
elementales
en los renglones
de la matriz

[A 1] > [1]A™]

Donde A es la inversa de la matnz (si existe)

Ejemplo 9
2 3 1]
A=11 -1 4
2 0 4§
li’él‘zmi:‘l?l
1?1 :RZ ‘QZ =Ry 7(2 )‘iél prv
2 3 1 1 0 0 R2=Rl 1 -1 4 0 1 0 ES:RJ_(Q)I%I[)W N
-1 4010 12 3 110 o0 4
20 4 001 2 4 0 0 1
N 1 '|
11 40 1 0] Rk -1 4 o 1.0
0 5 -7 1 -2 9|/ 0 1 =75 15 -25 0
0 2 -4 0 -2 1 0 2 -4 6 -2 1]

a—y

0 135 15 35 0
1 -75 15 -25 0
0 -65 -25 -65 1

W
Lonn]

1 0 135 15 135 o |
~75 15 =25 0
0o 0 1 13 1 -56 |

v
[w]
—
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}§] :Rl —(_1)1%2 P

Ri=R-(2)R, ,, 16 0 -23 -2 136 ]
1o 1 0 23 1 -76
0 0 1 L3 1 =56 |
Comprobacion A 'xA=I
-2/3 -2 13/6 2 3 1 100
23 1 -76ix| 1 -14 |=| 010
3 1 —5/6 2 0 4 00 1

Si la matriz no tiene Inversa, este método de eliminaciéon conduce a que se
efimine un renglon de la matnz aumentada en la parte donde se encuentra
la matrniz A

Rlpw—Rl
12 310 0] &R{2R, 12 31 00
R3:R37(3 lpwy
24 601 0 00 0/-2 1 0
36 1|00 1 00 -8 -3 0 1

Ya no hay posibiidad de “hacer” unos y ceros en la parte 1zquierda de esta
matriz aumentada

Por io tanto la matriz no tiene inversa

Ejercicios 6

Calcular la inversa de las siguientes matrices con el método de eliminacion
de Gauss-Jordan

26 3 2 6 -4
ay|t 3 2 by 1 3 -2
21 -3 21 -3

Una manera de ver si una matnz cuadrada tiene o no inversa es a partr de
calcular su determmante, tema que se ve en la siguiente seccién
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VH Sistema de ecuaciones con igual numero de
incagnitas y ecuaciones

Cuando los sistemas tienen igual nimero de ecuaciones gue de incognitas
se pueden resolver asi

Ax=b
x= Ab

S1 A7 existe
Para ver s existe la inversa se determina su determinante, si éste es
diferente de cero, enfences A existe

VI.1 Determinantes

Definicion: Es un nlmero real asociado a toda matnz cuadrada
Dada una matnz cuadrada A su determinante se denota como

DetAo |A|

Para el caso de una matriz de orden 2x2, su determinante se calcula de la
siguiente manera

a4y 4y

a4y dyp
Dada [a matnz A= [ el determinante es |A| =
21 U 21 fx;

sed

“11><: iy Ty,
= a.d,, —d,d
11722 21712
a; Ao

+ oy dyy
Para el caso de una matriz de orden 3x3 su determinante se calcula de la
siguente manera

ay

Dada la matnz de orden (3x3) A= |@. 4, a5 | el determinante es
a!l a32 a33
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dyy a3y

@ @2 x| Para su calculo se le agregan los dos primeros renglones
dyy  tyy a

37

—a
CTNC P i
Ty Ay
sy az}>§a23 (arraszass)+ (azassars) + (azranazs)-
ISP
a)’ﬂ><a3 3| + ay,a,,04,

T (avaar)- (apasazs)- (azanas;
CZM/(J,'IZ\Q’13 + Oy @35 )

+ L a L
cl cl a 31%° 12923
21 22 23

Concepto de menor, que se denota M,

Elmenor M, de una matriz A es la submatriz que resulta de quitar el renglon
1y la columna |

{an 4, a4, - -
ay 1 ay,
ail alj am
Dada A = el menor M, es | 4; . a,
anl a}?j : amx
an] n (I_,m
L |
- _
oY 4, Aya ' a,,
a ) ahlj—l al—l.ﬂ” Ay
Es decir. M = @11 Qg G @ | de orden (n-1x n-1)
an] an,l—i auﬁ-l aun
L i
"
El determinante de A= > a, (-1)" M,
i=i
Ejemplo 10
3 21 3 21
Sea A= |2 4 6} sudetermnantees. 2 4 &
0 -1 1

0 -1
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Por el procedimento de agregar en la parte inferior los primeros dos
renglones se tiene

3\2/1 (3edel)+ (2¢[-1]e1)+ (0e2¢6)- (Oedel)- (3e[-1]06)- (2e2e1) =
2 M

0><_§ _ 124(-2)+0-0+18-4=
/2\ 24
4 Mg

Por el procedimiento de reducir el determinante dado por los menores de
un renglén o columna cualguiera y tomando por conventencta el tercer
rengléon, se tiene

S

5021 201 31 3
2 4 6 |[=0(D —1(-1*? 1(—1y**?
()46‘()26+()24‘
0 —1 1
31 2
=‘ ’+ 3 ‘=(18—2)+(12—4):24
2 6 2 4

Propiedades de los determinantes

1  Sitodos los elementos de una linea (fila o columna) de una matnz
cuadrada son nulos, el determinante [A| =0

2 Dada una matrniz cuadrada A, su determinante es igual al
determinante de su transpuesta

3 Siunalinea (fila o columna) se muliiplica por una constante k#0, el

determinante queda multiphcado por dicha constante

SI existen lineas (fila o columna) iguales, el determinante es nulo

5 Siaunalinea {fila o columna) se le suma un miltiplo de otra linea
{fila o columna) el determinante es 1gual al determinante de la
matnz cuadrada A

6 3 una linea (fila o columna) es multiplo de otra linea (fila o
columna) el determinante es nulo

7 Dadas las matrices cuadradas Ay B, el determinanie de la matriz
producto es 1gual al producto de 1os respectivos determinantes

I

VII.2 Calculo de inversa por determinante
Dada la matnz cuadrada A de orden n
1  Se calcula su determinante

a Si|Al=0Ano tene inversa
b  Si]Aj# entonces



50 Irene Sanchez Guevara » Victor Brefia Valle

2 Se calcula la matriz de cofactores

+ DM, M, - =D, |
C:{(_‘])IHMU]: (—-1'"'m,, (— 1y M, (—1y ™,
(7 1)»+|M” (71)"1 ’sz (—1)"+HM””
3  Se calcula la matnz adjunta, como la transpuesta de la matnz de
cofactores
AdjA=C
4 Ad A
4 LamversadeAes A" =291
Det A
Ejemplo 11
30201 321
SeaA= |2 4 6| determinantees 2 4 6 =24
¢ -1 1 0 -1
I 4 6 2 2 4]
-D? - -n*
S 1' ()‘0 1’()0—1J
Matriz de cofactores C= | (—p7| 2 1‘ P Y e 2
- 1 0 1 0 -1
2 1 301 32
-1y* -1* -1°
()46]()24()24'
r 4 & 2 2 4
+ — +
—1 1 o 1 o —1
10 -2 -2
o2 L 31 3 =|-3 i 3
-1 1 o 1 o —1 2 -16 ]
z 1 3 1 3 2
-+ — -+
4 & > 6 2 4
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10 -3 8
Adunta (A)=C* =] -2 3 -16
-2 3 8
. -
o -3 s = -3 <
InversadeA=A-1:£ 2 3 16| = 11 2
-2 3 8 12 8 3
11 1
1z 3
Comprabacion _
15_2 10_4_1 38,1
[ s _1 17 128 12 8 3 12 8 3
12 g 3
P2y .32 2,420 1,62
Lt 2 4 6l=) T2 g 12 8 3 12 8 3 /=
12 8 3
0 -1 1
111 23,2 2.4 1 601
12 ] 3 12 8 12 8 3 12 8 3
1 00
0 10
0 01

Toda matriz cuadrada es invertible si su determinante es
diferente de cero.
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Ejercicios 7

I Calcular la inversa por determinantes de las siguentes matrices

1 -2 1 1
- 2 6 3 2 6 -4 s o0 2
a b} 1 3 C -2 d -
)LJ) 20 )1 3 )04_1_1
21 -3 2t -3
5 3 -1 1

2 Calcular el siguiente determinante y resolver la ecuacion respectiva

0 2 x
2 -3 1
8 -7 i
3 Dadas las matrices
3 -1 2 1
3 4
A=—4OB=—1—2,{ }
2 2
2 1 1 1

Hallar a) [A-BC]' b) [A'B]”
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VIli Calculo de inversa, determinante y multiplicacion
de matrices en Excel

El célculo de inversa y determinante y mulhiplicacion de matrices se puede
hacer medtante la hoja de calculo de Excel con las sigurentes funciones
1 Calculo de determinante con la hoja de calculo de Excel

1 Ingresar la matrnz como se muestra en esta figura
[ Microsoft Excet - Librod

2 Elegrr funcién _ 5.8
3 Enla ventana de didlogo elegir la funcion MDETERM y aceptar

nsertar funcion T

Selgccionar vna funcdn

AT e . |

jraMULT \i

MIWVERSA

{conTar =1

=1 l
i

NGO
[Drar norm 2s1ane v

-
MDETERMOmatriz)
Devuelve el determinante matriclal de urs makriz
Aytcls sobue esta funckon, [ Aceptar 1 | Cancatar ]

4 Marcar el rango donde se encuentra la matnz

MDETERM(BZ Dd)

Argumentos de funcion
MOETERM

Matviz [Bz ps 7

DR ™ T - ENERREURN

-2

{82 D4)

Oevuelve of deterinsnte matnichl de une matnz

Matrz =5 una matriz rumdnaca con et mising rumero de Filas ¥ columnos ¥
puade sar Un ranan de caldas o uns corstants metaclst

Resukado do bz Fémmda = 24

s s st
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5  Aceptar-

Al aceptar se obtiene el determinante en la casilla elegida
En este caso es 24, lo que implica que la matnz tiene inversa

2 Calculo de inversa de un matriz cuadrada con la hoja de calculo de
Excel

1 Ingresar la matriz como se muestra en esta figura

i AMiEIcrosarft Esxcocel —
B Sratavo | Eaieitr | heee
o e R R R N W

3 Iral icono de fx
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4 Elegir MINVERSA y aceptar

Insertar funcion

= N Buscar una Funcién
i Fsrriba una breve descrpotn de o que desea hacsr v, 2 |
rontnuacon, | haga C||C BN Ir . e B i
¢ selecclonar una categoria, 1Usada_. recnentemente hal

Seleccionar una funaon

[mpETERM <~ 7T T T T T T o o ot g
{MMULT

‘ GARIVERSA

| CONTAR 51

351

0]

'BISTR, MORM ESTANG TNy
MINVERS&{matriz)
Devuelve la matnz nversd de una matriz dentro de una matriz

re Frricy [ aceptar ] ( Carcelar ]

5 Ingresar el rango donde se encuentra la matriz

Matrzlgzpd) [l (i

\ = {0, H66GHEAE6G6ET;-0. 1

Davuelve la matiz nversa do una matriz dentro de una matriz

Matniz &5 Una matriz numénca con ef mismo numera de filas v columnas, v
puede ser un rango de celdas o una constante matnicial,

6 NO DAR ACEPTAR, opnimir la teclas ctrl, shift, enter simultaneamente.
El resultado es

en furma fraccmnana
E_| £ | & |

21 512 - 1@ 173
4 6 InV(A)= Q08333 0125 0665 fracciona |- 1412 18 - 243
11

041667 0125 03333 o0 forma

108333 0125 03333 na - 2 8 143
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SR
12 8

1

I 2
Para probar que en efecto la matriz A-'= = ® 3| esla

—

¥
®|=
w

3
nversa de A = |2
Igual 0 —I
a la matrniz i|dentidad

2
4 se caicula el producto de A”' A que debe ser

[« -

El proceso en Excel es el siguiente

Una vez obtenida la inversa

I Marcar un rango de orden 3x3 para el producto A'A

2 Iralaventana de Formato de celdas en la pestafia de Nidmero elegr
nimero y 0 posiciones decimales y acepar

(R - aFla ra 1r3

Formato de' celfdas

Nomera | Anescian || Fusnte | ‘mardes | Tramas | Srotemer 1

Categorfa R Muestra

{General ]

ricmers S| —
Moneda i Posiclones decimales l_ - ‘E
Contabikdad T o
Fecha

;Hora {M] \tsar separador de miles (3
;’gszg’;aje Haner os negativos

Cientifica i 1
Texto i thzsa ]
Especial Ioi-1234 i
|Personghzada | |-i234 e )

Para ta prasentacién de nimercs en genaral Para dar Formato a valores

monetarios utliice formatos de moneda ¥ contablidad

r Sraptar ;] [ Cancelar ;

3 Irafx,enlaventana de Insertar funcion, elegrr la funcién MMULT y
aceptar
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Insertar funcion

Buscar una Funcidn

O selacclornar una catagoriz { sadas

Seleccionar Lina Fun:ion‘

MINVERSA

MDETERM

CONTAR ST ,
sI

=]
|DISTR NORES ESTAND NV e I
MMUL T matriz i onotriz2)

Devusiva sl prodiocto matriclal de dos matrices, una matriz con el mismo
numera de Filas gue Mateel w» columnas qure Matriz?2

Avoda sobire esta Fungdn [ B eptar i { Cancebsr }

4 Ingresar los rangos de cada matnz

0 Z3IR an fonma
D125 -0 GESY fracciona - TR = I~ ¥.C

0125 0O 33233 na E P -1 155 1,3 0

raumentos de funcidan
[T
ranter=a {az La

e = <0 d1sse660606a6s
rBtex? (62 o4 h - 3,2, I\, , 60, 1517

= f2.-1 SGRIIISDSHITFIE-L
ovietve ol producta nratricial do dos rmstelcas, una matrix Con et mismo numera de fitas que Matrizt ¥
It qus Masrizz

tlsbrizZ ;un o= matrlcas que S desoa multiplicar v c!ehs tereer el misame
ers e ot QUE Blrs oy sy Matels

Aesukadks de s Fermula w2
a, Frinakin { dceptor 3 {__cancelar ]

5 NO DAR ACEPTAR, oprimir Ia teclas ctrl, shift, enter simultaneamente
El resultado se debera ver como sigue

3 Mlcrosoft Excel

K | Lt

042 013 033 52 18 173

5}
21 en forma
4 6 Inv(A)= 008 D135 067 fracoiona - VI2 18 23
-1 1 008 0125 033  na Lz e 13
. il _of @
0 1.4

o 6] 1
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Ejercicios 8

1 Caleular el determinante y ia inversa, si existe, de las siguientes
matrices, mediante la hoja de calculo de Excel!

1 -2 1 1 1 -1t 2 3
263 0 2 2 4 1 2 0
ayftr 3 2 b) C)
0 4 -1 -1 2 -1 3 1
2 1 -3
5 3 -1 1 4 2 1 -4

Con la ayuda de las funciones del Excel se facilita considerablemente
la solucion de sistema de ecuaciones con igual nimero de ncégnitas y
ecuaciones, a partir de

Ax=b
x=A'b
S1A" existe

Si el determinante de A es diferente de cero entonces su Inversa, A7 existe
El procedimiento es

1) Ingresar los valores de la matriz Ay el vector b en la hoja Excel
2} Obtener el determinante de A con la funcion MDETERM
Si &l determinante es un ndmero diferente de cero
3} Calcular la inversa de A con MINVERSA
4) Obtener la solucidn multiplicando la matnz inversa por el vector b
cen la funcién MMULT
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Ejercicios 9

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones con el método que se
desee y comprobar su solucion

1) 2x+6y -4z =1
X +3y-2z =4
2Xx +y-3z=1

2) X+ 3y -3z =-5
2x - y+z=-3
-ox + 3y -3z =4

3) 2x -3y 4z =2
3Ix+2y-z=-5
S5x -2y +z =1

4y dx-2y +z=-4
X+3y-2z2= 7
10x-y+ z=12

) X +2y-z-3w=2
3x+vy-2z-w =6
X+y-3z-w=-3

-2X =2y +3z +w = -9

6) x-2y-5z+w=-1
2x-vyv+ z+w=1
3x-2y-4z-2w= 1
Xx+y+3z-2w=-9
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IX Problemas que se plantean como sistemas de ecuaciones
lineales y se resuelven con los procedimientos
del Algebra Lineal

Como se ha reiterado a lo fargo de estas notas, el objetivo del Algebra
Lineal es resolver sistemas de ecuaciones Ax=b En esta seccion se
muestra la utildad del Algebra Lineal en la aplicacion a diversos campos del
conocimiento Plantear problemas en la forma de sistemas de ecuaciones es
un arte que se adquiere a traves de ejercitar el planteamiento de problemas

Una estrategia para lograrlo es leer cuidadosamente el problema, wdentificar
y definir las vanables o incégnitas, wentificar los datos involucrados, las
relaciones entre fas variables e incégnitas que pueden ser expresadas como
ecuaciones Una vez planteado el sistema se procede a resclverlo utilizando
el conjunte de herramientas matnciales para fa resolucion de Ax=b

Problema de administracién de recursos
Una comunidad de pescadores administra una granja de produccion de
peces de tres distintas especies La comercializacion de este producto es
el sustento fundamental de la comunidad y para satisfacer las necesidades
almentanas de las espectes mencicnadas se reguieren fres tipos de
allmento 15 000 unidades del producto A, 10 000 unidades del producto
B v 35 000 unidades dei producto C Cada pez de la especie 1 consume
semanalmente en promedio 1 unidad del producto A, 1 del By 3 del C La
especie 2 consume 3 unidades del producto A, 4 del By 1 del C Finalmente,
el consumo de la especie 3 es 2 unidades del producic A, Tdel By 5del C
Suponiendo que cada semana los peces consumen todo el alimento,
determinar cuantos efemplares de cada especie pueden ser atendidos  *
Los datos anteriores se representan mediante el siguiente sistema de
ecuaciones lineales considerando que

a) Los consumos semanales de cada especie son io que se conoce
como coeficientes técnicos

b) Las cantidades semanales de cada producto corresponden a las
constantes que se sitlan al lado derecho del sisterna de ecuaciones
y

¢) Las vanables x,, x, y X, representan el numero de peces de cada
especle que pueden ser atendidas

X, + 3x, +2x, = 15 000
X, +4x, +x, =10 000
3x, +x, +5x, = 35 000
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Solucidn

Para resolver este sistema de ecuacicnes, es perfinente pnmero analizar la
matriz de coeficientes técnicos para determinar st el sistema tiene solucion
anica, infinidad de soluciones o no tiene solucion

Asi se sugiere calcular el determinante de la matriz

1 3 2
DetA=1 4 1=-9
315

Dado que el determinante es diferente de cero, el sistema tiene solucion
unica La matriz A es inverfible
Se puede obtener la solucion resolviendo el sistema Ax=b — x=A"b

_19 13 59
2 9 15000 2222.22
B S 10000 | _| 555.55
35000 5555.55

11 _ 8 1

9 9

La solucion x, = 2222 22 peces de la especie 1
x, = 565 55 peces de la especie 2
x, = 5555 55 peces de la especie 3

Problema de adrainistracion de recursos bis

Supéngase que otra comurudad de pescadores con especies mas
delicadas de peces necesita satisfacer las necesidades alimentarias de
sus tres especies, para ello, también se requieren tres tipos de alimento
25 000 unidades ded producto A, 20 000 unidades del producto B y 55 000
unidades del producto C Cada pez de la especie 1 consume semanalmente
en promedio 1 unidad del producto A, 1 del By 2 del C La especie 2
consume 3 unidades del producto A, 4 del B y 5 del C Finalmente, el
consumo de la especie 3 es 2 unidades del producto A, 1 delBy 5del C

Si cada semana los peces consumen todo el alimento, determinar
la cantidad de cada especie que puede ser atendida
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El sistema de ecuaciones que plantea la situacion es

X, +3x, + 2x, = 25 000
X, + 4x2 + 1x3 =20 000
2x, + bx, + 5x, = 55 000

Solucién
De la musma manera que en el problema anternor, se sugiere como primera
etapa de solucion calcular el determinante de la matriz

3 2
DetA= 4 1=O
5 5

[

Dado que el determmante es igual a cero el sistema puede tener infimdad
de secluciones o no tener solucidon La matnz A no es invertible.

Para obtener la solucion se puede utiizar el método de eliminacion de
Gauss-Jordan

R =R,
13 2 25000 Ro=Ry— Ry 13 2 25000
3 vy ™ 1 N
141 20000 >0 1 -1  -5000
2 5 5 55000 0 -1 1 5000
Ro=R,
Bi=R —R, 1 0 5 40000
Ry=R,+R
2> 1p 1 -1 5000
00 0 0

Este resultado indica que el sistema tiene una infintdad de soluciones

Si se escribe el sistema resuliante para obtener los respectivos valores
posibles para cada vanable

X, t  5x,=40000
X, - X, =-5000
de donde x, =40 000 -6x, y x,=-5000+x,

Si x, se elige arbitrariamente se tendra un conunto infinito de soluciones
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Sin embargo, hay una restriccion extra x,20 x,20 y x,20
Entonces de x,=-5000+x,20 — x 25000 y

X, = 40 000 - 5x,2 0— x, < 8 000

por lo que 5000 < x,< 8 000
la solucién es
x, =40 000 -5x,, x,=-5000+x, y 5000s x =8 000
Asi, s1x,= 5000 x, =15 000y x, =10 000
SIx,=8000 x, =0 yx,= 3000

Ejercicios 10 Problemas de planteamiento y resolucion

1

Para el desarrolio de sus actividades una empresaria requiere
comprar libras esterinas, marcos y yenes En un afio salid al
extranjero en tres ocasiones, en su primer vige cambid 2550
ddlares a los sigumentes tipos de cambio 0 6 libras est /dblar, 16
marcos/dolar y 100 yenes/délar En su segunda salida, con 2840
délares comprd sus divisas a 0 5 libras est/dolar, 1 2 marcos/
dolar y 125 yenes/dolar Finalmente, con 2,800 ddlares cambid su
dinero a 06 libras est /ddlar, 1 2 marcos/dolar y 100 yenes/ délar
Determinar los montos de libras esterlinas, marcos y yenes que
pudo llevar

Una inversionista le dice a su corredor de bolsa que todos sus
acclones son de tres compafiias ICA, TELEVISA y FEMSA, que
hace dos dias el precio de las acciones bajd a 300, pero ayer
aumentd a 650 El corredor recuerda que hace dos dias el precio
de kas acciones de ICA bajdé un peso por accidn y el precio de
las de TELEVISA bajo 1 5, pero que el precio de FEMSA subib
0 5 También recuerda gue ayer el precio de las acciones de ICA
subtd 1 5 por accidn, las de TELEVISA bajd 5 por accion y las de
FEMSA subib 1 Demuestre que el corredor no tiene suficiente
informacién para calcular el nimero de acciones que posee el
inversionista en cada compafia, pero que si ella dice que tiene
150 acciones de FEMSA, el corredor puede calcular ef ndmero de
acciones que tiene en ICAy en TELEVISA

IX.1 Problemas de flujos

La siguiente grafica representa la confluencia de dos avenidas en una
glorieta y en él se indica el niumero de vehiculos que cada hora pasan por
cuatro puntos (nodos) clave Expresar la informacidn en un sistema de
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ecuaciones hneales, resolverlo e indicar el flylo vehicular si se supone x,
=0y 100
200

100

200

En cada nodo se determina una ecuactdon que satisface la siguiente
igualdad
l.o que entra = lo que sale

Nodo 1 x, + 200 = x,
Nodo 2 x, + 100 = x,
Nodo 3 x, =200 +x,
Nodo 4 x, =100 +x,

Estas ecuaciones dan lugar al siguiente sistema de ecuaciones lineales

-Xx +x = —200
x, — Xy = 100
x, —-x, = 200

— X, +x, = 100

-1 1 9 x]= [-200
-1 x, |= [-100
0 0 1 —1| |x|=| 200

0 -1 0 1] |x]= | 100
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Para resolver el sistema, primero se analiza la matrniz A

Como det(A) = 0 la matriz no es invertible y el sistema no tiene solucién
unica, puede tener infinidad de soluciones o no tener solucidn

El método apropiado para resolver el sistema es el de eliminacion Gauss
- Jordan

11 0 o] -0 R=-g o100 20
S S I 1 S S NG N TR S O
60 1=l | 20 0 0 1 -1 ] 2
0 -1 0 1| 100 6 -1 0 1| 100
R|=R1+l% e -1l 9| —100 ﬁff;‘;ﬁz 100 - 190
Ry=Ry+4, o 1 -1 0 | -0 Ra=ar®y g 1 9 o | -100
00 1 -1 | 200 o -1 | o
o -1 1| -200 90 0| o

X -x, = 100
X, -x, = —100
x, —x, = 200

x = 100+x,
Este sistema tiene infinidad de soluciones  x, =—100+x,
xy= 200+x,

De la ecuacion 2, x, =—-100+x, dadoquex, 20 = x,2100
St x, =100, enfonces x, =200, x,=0 vy x,=300

Una red de abastecimisnto de agua en miles de m? por hora, con cuatro
conexiones, se representa per la siguiente grafica

300 100

X5

Hallar &l sistema de ecuactones respectivo y determinar el comportamiento
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de la red suponiendo que x3 = 0, x5=100 y que x3=x5= 100

Cada nodo o conexion de la red satisface las siguientes ecuaciones
Nodo 1 x, + x, = 600 —x,

Nodo 2 x, + x, = 100

Node 3 300 =x, +x, + X,

Nodo 4 x, +400 = x,

Estas ecuaciones dan lugar al siguiente sistema de ecuaciones lineales

X, +x + ox = 600
x, +x; = 100

X, o+ X +x = 300

X, =X, = 400

Six, =0, x,=100, el sistema se reduce a

X, +x, = 600
x =0

X, = 200

N X = 400

De donde x=600; x,=200 x=0 x,=0 ¥y x=100

S1x3 = x5=100, el sistema se reduce a

X, +x, = 500
x, = 0

X, = 100

X - X = 400

De donde x, =500, x, =100 x =100 x=0 y x =100
Ejercicios 11 Problemas de flujos

1 La siguiente grafica representa la confiuencia de dos avenidas
en una gloreta y en ella se indica ef numero de vehiculos que
pasan cada hora por cuatro puntos (nodos) clave Expresar la
iformacidn en un sistema de ecuaciones lineales, resolverlo e
indicar el flujo vehicular s1 se supone x, =0y 100
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300

200 200

300

2 Una red de abastecimiento de agua en miles de m?® por hora, con
cuatro conexiones, se representa por la siguiente grafica

X1

300 100

X5

Hallar el sistema de ecuaciones respectivo y determinar el comportamiento
de la red suponiendo que x, =0, x,=100 y que x,=x.= 100

IX_.2 Modelo de insumo producto de Leontief

Wasslly Leontief desarrolld un modelo para el analisis econémico de las
relaciones intersectoriales de una economia Gand el premic Nobel de
economia en 1973 por la publicacién de su libro

input-Output analisis

Este modelo considera las demandas intersectonales v externas

por sector y la produccidn de cada uno de ellos en una economia
Par ejemplo, la tabla espafiola de 1954 de insumo producto consta de 8
sectores

1 Produccion agraria y pesca

2 Industna extractiva

3  Industrna metalica

4 Oftras industrras manufactureras

5 Edificacion y obras publicas
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6  Agua, gasy electncidad
7 Comercio y transporte
8 Oftros servicios

Cada una de las industrias tiene una cierta produccion anual y cada
una requiere de las ofras una cantidad para su propia produceion,
ademas, existe la demanda externa por cada industria

El modelo toma el siguiente sistema de ecuaciones a partir de
Demanda intersectonal + demanda extema = produccion total

a1‘i X1+a‘12X2+ +a1n Xl‘l +y1=x1
demanda {otal=produccion total sector 1
aZ1 x1+aZZX2+ +aZn xn +y2':X2
demanda total=produccion total sector 2

am x1+an2x2+ +ann Xn +yn=Xn
demanda total=produccion total sector n

X
! .
Donde a = —~ son los coeficientes tecnologicos y significan que la

*;

cantidad necesaria por unidad de produccion que la industna | necesita
de la industria

y, es la demanda externa de la industria |

x, es la produccion de la industnia |

De forma matricial se tiene

Ax+Y=x de donde
Y = x-Ax es decir
y = {I-A)x lo que implica
x = (I-A)'Y
Ejemplo 12

Suponga que las demandas externas en un sistema econdmico con
tres industrias son 10, 25 y 20 respectivamente, ¥ que la matnz de
coeficientes técnicos es la siguiente
02 05 0135
A= 04 01 03
025 05 015
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Encuentre fa produccion de cada industna de manera que la oferta sea
exactamente igual a la demanda

Para resolverto se obtiene la solucion de  x= (I-A)'y

10 0] [o2 05 otsTV'T0] [ 08 —05 ~0157"10
x=|10 1 0/-[04 01 03[](25(=| 04 09 -03]| 25|=
000 1] 025 05 015]) [20, | 025 -0.5 085 20
278595696 2.26500566 1.291053237[107 [110.305776
18799547  2.91053228 13590034 ||25|=1118.742922
1.92525481 237825595 2.35560589 |20 | 125.81065

Solucion la produccion necesaria para satisfacer la demanda total es
x, =110, x=119y x3 =126

Ejercicios 12 Problemas del modelo de insumo producto de Leontief

1 Una economia con cuatro sectores tiene las siguientes

matrices de demanda mnterna A y la de demanda externa Y

Determinar fos niveles de produccion de cada sector que se
requiere para satisfacer las demandas

001 039 011 .007 23527

A 074 104 011 048 v 63 985
007 025 358 025 41 271
12123 173 234 53108

2 Dada una ecchomia de cuatro sectores cuyas matnces de
demanda interna A y de demanda externa ¥ son

170 004 O 029

99 640
003 295 018 002
A= Y=|75548
025 173 460 007 14 444
348 037 021 403 33 501

Daterminar los niveles de produccion de cada sector que se
requieren para satisfacer las demandas
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IX.3 Procesos de Markov

Como se ilustrd en la secoidn 1l 3, los procesos de Markov se utilizan para
modelar situaciones que descrben estados separados, de manera que el
sistema esté en un solo estado cada vez

En esta seccion se ilustra la forma de obtener las probabilidades de estado
estacionario

Probabilidades de estado estacionario

La condicidn de estado estacionario es que no depende del estado intcial,
Cuando t tiende a infinito, se encuentran las probabiidades de estado
estacionario con la solucién del siguiente sistema de ecuaciones

>S5 =1

S=SP con > p, =1
!

Calculo de probabilidades de estado estacionario para un sistema de
dos estados:

S +5, =1

s, S.]=[s, s Py ma| ComMo Py +ppz=1y part+pez =1
‘ o : Pn Pn

El sistema por resolver es
5 +8, =1

b st s

I
Para §,
S, =(1p,,) S,+p, S, Como §+5,=1
entonces
S, = (1'103'2)81-'-'021(1'81)ﬂ
S1 = 81 'p1281+p21' p2181=>
'p1281+p21' p21S1: 0

De donde.

§ = Fnu 5 = Pe
I - 2
P+ Py |YCOMO S,=1-§, = Pt Py
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Ejemplo Encontrar las probabilidades de estado S, y S, de la siguiente

matriz de transicion
hh

5 +8, =1

Del sist -
el sistema [Sa S2]=[S, S{(l Pu) Py }
Py (l_P21)

S +5, =1

se ene [Sl Sz]:[Sw Sﬂ.{/% ?//4}
2 /2

5 +8,=1 S+, =1 | . §,=1-5
de la ecuacion

S|:|4S.+125} 345"‘12‘92:0 _!43'ﬁ12(1_$‘):0

52=345‘+1232 345+ s =0

SySi=ly=s =228 =3,

Las probabiidades de estacionarias son 2/5 y 3/5 para los estados 1y 2
respectivamente

51 se hacen los célculos a partir de las expresiones que resultaron de la
resolucion del sistema

S +5, =1

[S| Sz]:[Sl SQ{PH Pz
Py Pu

- 8= P s, = b
:I Pt Py Pyt Py

1

Con la matnz de transicion ‘i‘

2

S

1 3
S, :*—/2——: % y 8, —WA-—% como se esperaba
Ya+ ) A

Ejemplo 13 Problemas de procesos de Markov de dos estados

Hay dos tipos de bicicletas, A y B, que pueden alguilarse Tienen distintas
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probabilidades de cambiar de un estado de ajusie a uno de desajuste, como
se indica a continuacion

Probabididades de transicion de fa maquina A

’ a ajustada | desajustada
De

ajustada 9 1
desajustada .6 4

Probabilidades de transicion de la maquina B

De ———a-—___ | ajustada | desajustada
ajustada .8 2
desajustada ¥ 3

a Obtén las probablidades de estado estacionario para cada
magquina ¢cudl seria la mas deseable alquilar?

Sea 8, la probabilidad de que la bicicleta se encuentre en el estado de
ajustada y S, la probabilidad de due la bicicleta se encuentre en el estado
de desajustada

Con §, = P S, = P
Pt Py Py TPy

Las probabilidades de estado estacionario para la bicicleta tipo A son

06 _6 _ 986 y 01 _1 20.14

101406 7 *T 01406 7
Las probabilidades de estado estacionario para la bicicleta tipo B son

07 _7 _0.78 y 5= 92 -2 _p2

S = = = =

02407 9 02407 9
Por lo tanto, la decision es alquilar la bicicleta tipo A porgue la probabilidad
de estar gustada es de 0 86 gue es mayor a 0 78, probabilidad de que la
bicicleta tipo B este ajustada
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Ejercicios 13 Problemas de Markov con dos estados

1 Paralas sigiientes matrices de transicion, encuentre las probabihdades
de estado estacionario

WK R ol

2 La siguente tabla muestra las probabiidades de transicion del
comportamiento de los clientes de una tienda con respecto ai pago de
sus facturas mensuales

De pago no pago
pago .9 1
no pago .6 4

a . Cuales son las probabilidades de estado estacionario?
b ¢El director deberia cancelar el crédito de los clientes que no han
pagado? . por qué?

3 Los administradores de una compania refresquera consideran que la
probabiidad de que un chiente compre su bebida Reycola, o el refresco
estrella de la competencia, Maxcola, se basa en la compra mas reciente
del cliente Supongase gue las probabtlidades de transicion son

De Reycola Maxcola
Reycola 9 3§
Maxcola 1 .9

a Para un chente que comprd la Glima vez Reycola (cudl es la
probabiidad de que el cliente compre Reycola en una segunda
compra?

b ,Cual es la participacion de mercado a largo plazo para cada uno
de estos dos productos?

¢ Si la compafiia hace una campana publicitania que aumentaria a
15 la probabilidad de que un cliente cambie de Maxcola a Reycola
coual es el efecto proyectado de la camparia publicitana sobre las
participaciones de mercado?
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Calculo de probabilidades de estado estacionario para un sistema de
tres estados:

S +8,+8;, =1
Py P P
[S| S, S3]:[Sl S, S;l Py Pn Pn
Py Pz Py

El sistema por resolver es

81:p1181+p2182+p3133
82:p1281+p2282+p3283
Ss=p 1381 Ny 2382+p3383

Este sistema se resuelve tomando solo tres de las cuatro ecuacicnes y
de la pnmera ecuacion se despeja S, = 1-S.-§, y se sustituye en las dos
ecuaciones siguientes

Sf=p1131+p2182+p3,(1 ‘81'82)
S,70:,S14P,,S,4p,,(1-8,-8,}

Ahora se ha reducido a un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
por resolver

Ejemplo 14

Considera la sigulente matrnz de transicion de un proceso de Markov y
encuentra las probabilidades de estados estacionarios

N |
7 2 1
2 4 4
S, +5,+.95, =1
6 3 1
[Sl S, Ss]:[Sl S, 8.7 201
2 4 4

El sistema por resolver es

S,= 65,+ 7S,+ 2(1-8,-5,)
8,= 35+ 25,+ 4(1-S,-S,)
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Agrupando términos

6S,- 68,=2

18,4125, 4
El resultado del sistema es S, = 4 S, = 2 y §,=1- 4_2_1
7 7 7 7 7

Para matnices de procesos de Markov con ndmero de estados mayores de
tres, el sistemna se resuelve por eliminacidn gaussiana y susfitucidn hacia
atras o por eliminacion Gauss Jordan

También se puede utilizar la hoja Excel para resolver el problema por medio
de la inversa

Ejemplo 15

Considera la matriz de transicion

— = L th
W R W
—_ ON s
T S

Encuentra las probabilidades de estado estacionano

ST SaS=l S +S8,+8+8, =1

S,= 551+ 35,+ 15;+ 15, -.55,4.35,4+.153+.154=0
8,7 381+ 48, 25,+ 35, .35,- .65,+.253+ 35.=0
8,= 151+ 1S8,+ 65+ 18, 1S+ 1Sy~ 6S3+.1S4=0
S,= 181+ 25 + 1S+ 58, 1514.25-,+.1S3- .554=0

Dado que scn cinco ecuaciones con cuatro incégnitas, solo tomamos las
cualro primeras ecuaciones

8,+85,+ 5.+ =1
-55,+35,+15,+15,=0

38,- 65,+25,+35,=0

15,+18,- 65,+15,=0
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El sistema escrito matricialmente en la forma AS=b es

-5 3 s,y o
3 -6 2 38 o
1 -6 1)|s,| |0

Y la solucién es S = A'b

El caiculo de la inversa se puede hacer en la hoja Excel con la funcion
MINVERSA

034 ~125 0 036 034 ~125 0 036][1] [034
Lolesz 0 111 ols Jo32 0 11 oous|lo] o3
“lows 0 o a3 T Tos o o 143|lo) |04
020 125 111 091 020 125 111 ootllol |o20

Las probabiidades estacionanas son
8,=034 §,=032 5,=014 5,=020
Ejercicios 14 Problemas de Markov de 3x3

1 Determinar si existen las probabilidades estacionarnas de cada matriz
de transicion

I T T 23
4 4 4 4 01 0 55
alo P 3 blot Alcloo aldle 3
4 4 4 4 Lo o 4 4
3o, ] o 31 1 0 0

4 4 4 4

2 La siguiente tabla contiene las probabilidades de que un director se
desplace enire los tres p1sos de una tienda departamental Calcula las
probabilidades de estado estacionario

pisol piso2 piso3
piso 1 0 4 6

puso 2 g 0 2
prso 3 8 2 Q
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3 En el centro del DF se rentan bicicletas en tres estaciones especificas
A, B,y C Los clientes devuelven las bicicletas a las estaciones con las
siguientes probabiidades

Estaciones 4 B C
A 8 2 0
B 20 8
C 2 2 6

S existen 5000 bicicletas, a largo plazo cuantas habra en cada lugar
especifico?

IX.4 Ajuste polinomial con la técnica de minimos cuadrados
Dado un conunto de puntos (pares ordenados x,y)), se puede detenminar un

polinomio de grado ‘p’ que se ajuste a la trayectoria de tales puntos como se
muestra en la grafica

160G

80

8G

40

esta dado por la ecuacion
= 2 p-1 p
Y=a,+ax+ax+ ..+a x*+ax

Donde para encontrar este polinomio, los coeficientes ‘a’ son los valores por
determinar y el grado del polinomio es  p £ 22

La técrica de minimos cuadrados para determinar estos coeficientes
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consiste en resolver la siguiente ecuacion matncial (ATA)x = A'b en la que

2 Pl »
1 X ™ Xy Xy ¥ an
-1
I % x x77 xf V2 a
A= , b= , X=
a,n—l
2 -l P
_I xn xrr 'xn xn J _y”w L ap ,

Los registros de la matriz A son potencias de ‘x’ Los elementos de la matriz
b son los valores de “y' y el contenido de la matniz x (de incognitas) son las
valores por establecer de los coeficientes 'a’

La solucidn de la ecuacion matnicial (ATA)x = A'b esta dada por (ATA)'(ATA)
X =(ATA)Y' ATb |

Lo que resulta finalmente  x =(ATA)* ATh,

Ejemplo 16
Considera el siguiente conjunto de datos observados

datos observados

x y
-3 45
-2 -8
-1 15
0 8
-18

2 11
3 3

4 45
5 63
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Cuya grafica es

&0

60 4

40 -

20 4

datos observados

%, 63)

* (4, 45)

-20

-40

. © 8 * {2, 11)
, ‘ . (3.3)
-3 2 -1 (1) 1 2 3 4 5
(-2 -8) * (-1, -15) . (1, 18}
(-3 45)

Dado ef comportamiento de los datos en la gréfica, se desea ajustarlos a un
polnomio de grado 3

80 -
y
60 .
-
49
20 - 211
- -
g -
-3 -3 -1 Q 1 2 3 4 L
20 * - x
(1,-18}
-40
-
-60 -
- 2 3
y=a, tax+ax +ax
De acuerdo con la técnica de minimos cuadrados se sigue

procedimiento

&l sigulente
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1 Construr la matnz de potencias de las x, v el vector b

1 -3 9 =27 " 45
1 -2 4 -8 -3
1 -1 1 -1 _15
1 0 0 0 8
A={1 1 1 ] b=| —18
1 2 4 8 11
1 3 9 27 3
i 4 16 o4 45
LI 5 25 125 | | 63 |
1 1 1 111 1 1 1
> Obtener AT - -3 -2 -1 012 3 4 5
9 4 1 01 4 9 16 25
=27 -8 -1 0 1 8 27 64 125

9 9 69 189
] 9 69 189 1077

3 Obtener A'A = | 0 eo 1077 4149
189 1077 4149 21309

4  Obtener la inversa de ATA

03139 —00465 -00411 00076
-00465 00840 00120 -00062
—-00411 00120 0009 —00021
00076 00062 —-00021 00007

N

5 Obtener como venficacion {A"A J'(ATA) =

o O O =
(=l
o = O D
_ D O O

81
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44
7 Obtener A'b= 674
1896
12200
8 Obtener (ATA)-1ATb =x
03139 00465 —-00411 00076 44 -3 106060
00465 00840 00120 -—-00062 674 _ 2 042087
-00411 00120 0.0096 —00021 1896 —1252525
00076 00062 -00021 00007 12200 074074

Asi, ef polinomio es
y=-3.11+204x-1.25x2+ .74 x°

cuya grafica es

Ajuste de datos a
un polinomic de grado 3
por la técmca de mmmimos cuadrados

a0

60

a0

20

El procedimiento anterior se puede realizar utiizando [a hoja de calculo
Excel, siguiendo fos mismos pasos
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1 Construccion en Excel de la matriz A de potencias de x

B 2 -1 1 .l
I A x/! X
2 -
1 x x; x7 xj Y2
A= ylamatrizb b=
1 2 -l P
L Xy Xy X x5 J ,yﬂJ

2 Obtener AT con la operacién TRANSPONER

3 Obtener ATA con la operacion MMULT

4 Obtener (ATAY' con la operacion MINVERSA

5 Obtener como verificacion (ATA)'(ATA) con MMULT
6 Obtener Ab con la operacion MMULT

7 QObtener (ATAY'A'b con |a operacion MMULT

83
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X Ajuste de datos de la epidemia del virus AH1N1 a una
funcién exponencial con la técnica de minimos cuadrados

Considere el siguiente conjunto de cbservaciones que se han realizado a
partir def brote del virus AH1N1

Ne Tasade Tasa
Observacion Fecha N° infectados Fallecimientos fallecimientos porcentual
1 358 15 00419 4 1899
2 397 - 16 0 0403 4,0302
3 487 19 0 0390 3.9014
4 590 25 0.0424 4 2373
5 727 26 0 0358 3 5763
6 866 26 0 0300 30023
7 942 29 0.0308 30786
8 1112 41 0 0369 36871
=] 1204 44 0 0365 3 6545
10 1364 45 00330 3.2991
11 1625 48 0.0265 29538
12 2059 56 00272 2.7198
13 2282 58 0.0254 2 5416
14 2446 60 0 6245 2 4530
15 2656 64 0.0241 2 4096
16 2895 66 00228 2.2798
17 3646 70 00192 1.9199
18 3734 74 00198 19818
19 21/05/09 4008 78 0 0185 19461
20 4174 80 0 0192 1 9166
21 4541 83 0.0183 18278
22 28/05/09 4910 89 00181 1.8126
23 11/06/09 6241 108 00173 1 7305
24 03/07/09 10262 119 00116 11596
25 09/07/09 11699 121 0.0103 10343
26 14229 128 0 0090 0 8996
27 14861 138 0 0093 0 9286
28 23/0709 15383 139 0 0090 0 9036
29 19/08/09 19470 164 0.0084 0.8423
30 20/08/09 19712 170 0 0086 0.8624
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31 02/09/09 21857 193 0 0088 0 8830
32 25214 217 0 0086 0 8606
33 26556 218 0 0082 0.8209
34 27085 220 0.0081 08123
35 27660 222 0 0080 0 8026
36 40880 257 0 0063 0 6287
37 26/10/09 50234 328 0 0065 0 6529
38 09/11/09 59762 452 0 0076 0 7563
39 22/11/09 63565 540 0 0085 0 8495
40 64322 573 0 0089 0.8908
41 26/11/09 64585 589 0.0091 09120

Si lo que interesa es conocer el comportamiento de la tasa porcentual
de los fallecimientos, la técnica de minimos cuadrados, es la apropiada
Primero observamos el comportamiento graficamente

Tasa porcentual de fallecimientos por el virus
AHiN1

45

35 s 2

25 ‘,,’

2 LAAEZTIN
15

y Tasa porcentual de
fallecimientos

1 Y
MAAZI LI TY YWY I 34
05 .+

a 5 10 15 20 25 30 35 40 45

xtempe

Una funcién que podria representar este tipo de comportamiento es
y=a b*

Donde vy es la tasa porcentual de fallecimientos

x es el periodo de observacién
ay b son las constantes a determinar

Dado que |a técnica de minimos cuadrados ajusta datos a pohnomios,
es decrr, funcidn lineal y no exponencial como la que se esta
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proponiendo, entonces se procede a linearizar la funcion mediante la
obtencion del log
logy=loga+xlogh

Lamatnz Asera [1,x], b=[log y], y,es la tasa porcentual de fallecimiento
en |a observacion |

Supongase que solo se toman las pnimeras 20 observaciones

1) Se introduce la matnz A y ef vector b en Excel
b=log{porcentaje}

1 1 0 622208232

1] 2 0 605329476

1] 3 0 59122464

1] 4 0 627087997

1] 5 0 553438937

1] 6 0 477455456

1] 7 0 488347095

1] 8 0 566679069

A= 1] 9 b= 0 56282619

1] 10 0 518398143

1] 11 0 470387872

1] 12 0 43453168

1] 13 0 405112353

1] 14 0 389694798

1] 15 0 381951903

11 16 0 357895367

1] 17 0 283281376

1] 18 0 297057406

1] 19 0 28916689

1| 20 0 282537542

2} AT

Ul el Al ol o] Al a1
1] 2[3| 4|s|8] 7|8|9]| 10| 11| 12| 13] 14| 15| 18] 17| 18] 18] 20
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20 210 \

210 2870
0215789
-0 01579

3) ATA
-0 01579

4) (AAY' =
0 001504

5) (A'A)T (ATA) =

10
o 1

9 204612424

6)Ab =
83 82227727

0 6627

7) x= (ATAY* ATb =
-0 019

0 6627
-0019

Il

log a
log b

Y por lo tanto a = 10827 = 4 599904649
b =109 = () 956560739

J

La funcion de la tasa porcentual de los fallecimientos es

y =4.5999 ( 0.956556%)

Tasa porcentual de
fallecimientos por el virus
AH1TNA

4.1899441
4.0302267
39014374
4 2372881
3.5763411
3.0023095
3.0785563
3 6870504
3.654485
3 2991202
2.9538462
2 7197669

Observacion

o8 0 N n R W

-t
[

Tasa porcentual calculada

y=4.56(0.9565")

4 400088189
4 208951608
4.026117859
3.851226273
3.683931849
3.523904571
3.370828759
3.224402448
3 084336787
2 950355476
2.822194213
2 699600181
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i3
14

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

27
28

29
30
31
32
33
34
35
36

37
38

39
40
41

2 5416301
2.4529845

2 4096386
2 2797927
1.9199122
1.98178%9
01/01/00
1 9166267
1.8277912
18126273
1 7304919
1,159618
1.0342764
0.8995713

0.9286051
0.9035949

0.8423215
0.8624188
0 8830123

0 860633
0.8209068

0.8122577
0.802603
0.6286693
0.6529442
0 7563335
0 8495241
0.8908305
0.9119765

2 582331543
2.470156969

2 362855175
2 260214451
2.162032443
2.068115351
1.978277948
1 892343015
1.810141032
1731509843
1 656294335
1 584346132
1.515523306
1.445690094

1 386716627
1.326478681

1 268857427
1,213739197
1.161015263

1110581618
1 062338773

1.016191561
0 97204895
0.929823862

0 889433
0 850796688

0 813838708
0.778486156
0.744669292
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Ejercicios 15 Problemas de ajuste de datos a funciones por minimos
cuadrados

I Un distnbuider de automéviles presentd el modelo mas reciente
de una marca muy reconccida Sus Ingresos brutos semanales a
partir de que el automdvil entré en exhibicion fueron

Semanasenexhbiacndel 1 1 {2 |3 |4 5 6 7 8 2 10
maodelo nuevo
Ingresos semanales 08(05(32|43 (40 |22 |30 |38 (47 (43

millones de délares)

Con el supuesto de que la tendencia de los Ingresos se mantendra,
hallar las ecuaciones de un polinomio de grado 1y uno de grado 3
que describan el comportamiento, esttmar con uno y otro a cuanto
habrian ascendido los ingresos a las 6 y 8 semanas de exhibicidon
del automovil, cuales serian los ingresos esperados al cabo de 13
semanas e indicar cual de estas dos Ultimas estimaciones estaria mas
apegada a fa realidad
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2 El ntimero de adherentes a una campafia a favor de una cierta
causa se registré cada dos meses a partir de su Iniclo y se
obtuvieron los siguientes datos

Tiempo transcurrido {meses) Numero de adherentes (decenas)

2 25
4 120
6 150
8 185
10 207
12 190

Hallar la ecuacion de un polinomio de segundo grade que describa la
trayectona y si ésta continla, estimar cuales serian los nuevos seguidores
al cabo de los siguientes dos trimestres

3 En un afio de fuertes cambios organizacionales, un pequefo
consorcio registrd utiidades netas del orden de 6 millones de
dolares Se dispone de las cifras fogradas en siete y dos bimestres
anteriores al afio de los cambios y de las alcanzadas en tres,
cuatro y seis bimestres después Si el comportamiento observado
se mantiene, encontrar una ecuacion de segundo grado mediante
Ja cual sea posible estimar, transcurridos ocho y diez bimestres
del afio “cero”, los correspondientes beneficlos netos. Los datos

son
Bimestres Utidades netas
{anterores/posteriores) (millones de ddlares)
-7 3
-2 5
0 6
3 7
4 5
6 4
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